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Devoir de Synthése N° @1
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1 Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
a la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.
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1. Considérons dans M3(IR) la matrice suivante :
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M=| 8 %1 .0
3

T 0y

(a) Calculer det(M) puis déduire que M est inversible.
(b) Donner M puis calculer ‘M M. Déduire la matrice M~*.

2. Solent n € N* et O,(R) = {A e M,(R) |*"AA=1,}.
(a) Vérifier que O,(R) # @.
(b) Soient A et B deux matrices dans O, (R).
i. Montrer que det(A) € {-1,1}.
ii. Justifier que A est inversible et donner A 1.
iii. Vérifier que A™! € O,(R).
iv. Prouver que AB € O,(R).

3. Pour « € R, on considére la matrice suivante :

1 0 0
R(a) = {0 cos(er) —sin(a)
0 sin(a)  cos(a)
(a) Calculer la matrice R(0).
(b) Soient & et § deux réels. Montrer que R(a)R(8) = R(a+ 8).



(¢} Déduire que pour tout o € R, la matrice R ( ') est inversible et déterminer soi
inverse.

(d) Montrer que pour tout (o, n) € R x N, ( (a ))n = R(na).

(e) Montrer que pour tout & € R, R(a) € O3(R) puis déduire son inverse
une autre fois.

(f) Montrer que pour tout « € R, Papplication f, définie comme suit :
fa i ./\/igjl(R) — Mg)l(R), X R(&)X,

est bijective et f71 = f_,.
4. Considérons I'application g : R — O3(R), o — R(a).
(a) Etudier l'injectivité de g.
(b) Montrer que g n’est pas surjective.

(¢) Déterminer Pensemble g~ ({I3}).

Evercice £
1. Soient A et B deux partiés d’un ensemble non-vide E.
(a) Montrer que AUB=A<=BCA
(b) Monter que (AU B)\ B= A\ B.
(¢) Montrer que A\ B= A <= B CA.

2. Solent a € E, I, = {X € Z(F)tel quea € X} et considérons 'application f
définie par :
[:P(E)— P(F), X— XU{al}.

(a) Déterminer f(@) et f({a}).
(b) Déduire que f n’est pas injective.

(¢) Montrer que f n’est pas surjective.
(d) Verifier que f(P(E)) =1I,.

3. Soit O, = #(E) \ 1, et considérons I'application suivante :

9:0, — I, X+— f(X).
(a) Montrer que g est injective.

(b) L’application g est-elle bijective ? Si oui, donner g2
4. On considére sur #(E) la relation binaire % définie par :
V(X,Y)e Z(E)Y, XZY <= f(X)=Ff).

(a) Montrer que Z est une relation d’équivalence sur Z(F).
(b) Déterminer cl(X), pour tout X € Z(E).
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