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Exercice / 7 points'

Soit k € |—31,1[. On dira qu'une fonction f :J0,+oo[— R est solution de (x) si f est dérivable
sur ]0,+oo[ et pour tout = > 0,

7@ =kf(2)-

1. Montrer que si f est solution de (%) alors f est solution de I'équation différentielle suivante :
(Ex) : 2%y (x) + Ky(z) = 0.

2. Trouver un réel o > 3 tel que y : z €]0, +oo[— z* soit solution de (Ey).
3. Soit y :]0, +00[— z%z(x) avec z : z €]0, +o0o[— R est deux fois dérivable.

(a) Montrer que y est solution de (E}) si et seulement si 2’ est solution d'une équation différen-
tielle linéaire (Ej) d’ordre 1 & déterminer.

(b) Résoudre (E},) sur ]0,+oo].

(¢) En déduire que 'ensemble des solutions de (Ej) est ensemble des fonctions de la forme
z €0, +ool— az® + bz' "%, avec (a,b) € R2.

4. Déterminer les solutions de (x).

Probléme / 13 points I

Soient (an) une suite réelle positive telle que pour tout n € N,

lan — 1] <a™, avec a€ 0,1, 1 €R
et (un) la suite réelle définie par

ug >0
1

——— pourtout n€N
Up +a, + 1

Unp41 =

Le but du probléme est de montrer que la suite (u,) converge.



Partie I

1. Montrer que (a,) converge vers [ et que [ > 0.

2 Dédﬁfefque (an) admet une borne supérieure. Soit M = sup(a,).
neN

3. Montrer que pour tout n > 2,

Mz Sunsth

Partie 11

Considérons la suite récurrente rélle (v,) donnée par

vg=1
1
P AU o ~tout n € N
Wt STy Dol o
et la fonction f : z €]0, +o0[—> >
b , TOO e
’ z+I1+1

1. Montrer que la suite (v,) est bien définie et que pour tout n € N, v, > 0.
2. Montrer que I’équation f(z) = z admet une unique solution L > 0.

3. Montrer que pour tout n € N,

1
L+1

|f(va) — F(L)] < lvn — L.

4. Montrer que pour tout n € N,

fon — 1 < (325 oo — LI

5. En déduire que (v,) converge et déterminer sa limite.
6. Vérifier que (v,) admet une borne inférieure m > 0. (Indication : On pourra considérer les

sous suites (van) €t (Vant1))-
Partie III

Considérons la suite (w,,) définie pour tout n € N, par
Wp, = Un — Un.

1. Vérifier que pour tout n € N,

—wp, + (I — ap)
(tn + an + D)(vn + 14+ 1)

Wp+1 =

2. Montrer que pour tout n € N,

[wnpa| < (lwnl + lan —1]).

m+1
3. Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

n—1

ot () o+ 5 )




(]

. Montrer que pour tout n € N*,

. n . 1
n— —_— sia
= Z 1 n—kia < (m+ 1) m+1
el ! R . sia # s
B (m+1)"(1 — a(m+ 1)) m+1

Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
6. Application : montrer que la suite (u,) définie par
ug > 0

1

Upr] = —————, tout ne N
Ut 1 et r D pour tou

converge et déterminer sa limite.

Bon Travail



