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i Exercice I

1. Rappeler ’énoncé du théoréme de Taylor-Lagrange.
2. Soit f: [0, +oo[— R définie par f(t) = In(1 + ¢). Calculer les dérivées successives de f jusqu’a
Pordre 4.

3. Montrer que

| Probléme i

On considére la fonction f définie par : f (@) = vy (x)

1. Montrer que f est de classe C°° sur son ensemble de définition. _
2. (a) Montrer que f est prolongeable par continuité sur R. On note son prolongement par f aussi.
(b) Déterminer, sur R*, la dérivée f’.
(c) Déduire que f est de classe C! sur R.
(Ind. On pourra utiliser la régle de I'hospital :
Soit (a,b) € R avec a < b, soit f,g :]a,b]—— R deux fonctions dérivables telles que g’ ne
s’annule pas. Soit [ € R.

N ) f@) _
Si };);gé flz) = ilir;g(m) =0 et si il_gé @) = {, alors %1_1.)% pr l.)
3. (a) Résoudre I'équation sh(z) = 1, on note a sa solution.
(b) Veérifier que a €]0, 1] et calculer ch{a).
4. (a) Montrer que la fonction g : ¢ — ch(t) — ¢t admet un minimum sur R et déduire le signe de g.

(b) Montrer que ¥t > 0, 0 < fch(t) — sh(t) < % 2(t)

(c) Déduire que f est k-lipschitzienne sur R, ol k est un réel A préciser.
5. (a) Montrer que f est monotone sur R.

(b) Montrer que f admet sur [0, 1] un point fixe dont on précisera.

6. On définit une suite (uy) par

Ug = 0
Un+1 = f(up), pour tout n €N

) 1
a) Montrer que : Vn € N, lupp1 — af < —Z—Eun - al.

{
(b) Déterminer la nature de la suite (uy).



