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N.B : L’utilisation des calculatrices est interdite.

Exercice 1

Soit z € R. On pose S(z) = ZCOSQ kx.
k=0

1. Calculer S(z) pour z € 7Z.

2. On suppose que = ¢ 7Z.

a) Montrer que : 2sinz cos 2kz = sin ((2k + 1)z) — sin ((2k — 1)z).
1 sin ((2k + 1)z) — sin ((2k — 1)z)
-+ :
2 4sinz

b) En déduire que : cos® kz =

3. Déduire S(x) pour tout z € R.

Exercice 2 '

Soient E un ensemble non vide et f : E — E une application.

1. On considére la relation binaire R sur P(£) définie par :
ARB <« f(A) = f(B).

a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur P(E).
b) Montrer que : f est injective <= Clz(E) = {E}.
2. On suppose que fo f = f. Montrer que :

f estinjective <= f estsurjective.



Exercice 3

On désigne par : M3(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients dans R,
100
03 la matrice nulle de M3(R)et Iz=]0 1 0
0 01
Partie I
Soit N € M;3(R) une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 3.
2
On définit Papplication ¢ : R — M3(R) par : Vt € R, o(t) = I3 +tN + §N2-
Vérifier que ¢(t) - p(s) = p(t + s), V(t,s) € R2.
En déduire que (¢(t))" = ¢(nt), Vt € R et Vn € N.

Montrer que @(t) est inversible Vi € R. Quel est son inverse.

a) Soit (o, B) € R? tel que aN + BN? = 0;. Montrer que a = 3 = 0.
b) En déduire que ¢ est injective.

= W N

5. a) Montrer que N n’est pas inversible.
b) En déduire que ¢ n’est pas surjective.
Partie 11
Soient N et A deux matrices de M3(R) définies par :

1 1 0 1 0 2
N=|-2 -21 et A=]1-2 -1 0
-1 -1 1 -2 -2 3
1. Vérifier que N est une matrice nilpotente et donner son indice de nilpotence.
2. Calculer ¢(2).

3. En déduire que A est inversible et trouver I'expression de A~1.

T2z = -1
4. Résoudre dans R3 le systéme suivant : (S) -2 —y = =2
=28 =2y+32 = -3
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