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Exercice

On considére la fonction g définie sur ]0, +oo[ par

2 1
g(:r)za:ln(x% >+E+—.

1. a) Montrer que g est dérivable sur 0, +oo[ et que Vz > 0

2 1
/ - XE p . .
g'(z) =In(z +2) — In(z) p—— + 1

b) Etudier le sens de variations de ¢’ sur |0, +o0].

c¢) Calculer liril g'(z) et en déduire le signe de ¢’ sur |0, +oo].
r—r+00

2. a) On consideére la suite (a,),en- définie par a, = — pour tout n € N*.
n

Calculer nEI—fI—loc g(ay).

b) En déduire que g est prolongeable par continuité en 0.
On notera par f son prolongement sur [0, +o0[.

3. La fonction f est-elle de classe C* sur [0, +oo?

4. a) En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout z > 0

2
== <In(z+2) —In(z) < =

b) En déduire que f n’est pas bornée sur [0, +oo.
5. On définit la suite (U, )nen par Uy =4 et U,y = f(U,) pour tout n € N.
a) Veérifier que la suite (Uy,)nen est bien définie sur [0, 4+o0].

b) Déterminer la nature de la suite (U,)nen.



On considére les suites de nombres réels (P,)nen et (Qn)nen définies par
P == 1 Pn - Pn 2 n
0 ’ et Vn € N i T2
Q():l Qn+1:Pn+Qn
1. Calculer P; et Q.
2. Montrer que pour tout n € N, P, > Q, > 0.

5
3. On définit la suite (U, )nen par U, = —Qﬁ pour tout n € N,
n
1
a) Vérifier que Upy1 = f(U,) avec f(z) =1+ T
b) Montrer que pour tout n € N, U, € [L,2].
c) Montrer que les suites (Uzn)nen €t (Usni1)nen sont convergentes.
d) En déduire que la suite (Uy,)nen est convergente et calculer sa limite.
)

4. a) Montrer que pour tout n € N

Pn+2 == 2P’I’L+1 =t Pn et Qn+2 = 2Qn+1 -+ Qn

b) En déduire les expressions de P, et @, en fonction de n.
c) En déduire I'expression de U, en fonction de n et retrouver sa limite.

Partie 2

On considere la suite de nombres réels (V,,)nen définie par

Va
1. Montrer que la suite (V,),en est bien définie sur [1,2].
2. Montrer que pour tout n € N,on a | Vop1 — V2 [< 3 | Vi, — V2.

3. En déduire que la suite (V,),en est convergente et calculer sa limite.

. T
1. Soit (7},)nen une suite a termes réels strictement positifs tel que luf e PN IO
n—>-+00

2
Ww=1, et Vn+1:%<Vn+——) Vn € N.

n

et k un réel vérifiant [ < k < 1.
a) Montrer qu'il existe p € N tel que Vn > pon a T,, < k"7 T,,.
b) En déduire que lim T, =0.

n—-+00o
Vn - \/2—
Un = \/—2—

2. On définit la suite de nombres réels (7, )nen par 7, = pour tout n € N.

a) Montrer que pour tout n € N, T, # 0.
b) Exprimer T,, en fonction de U,, V, et Tp,.
¢) En déduire lim T,.

n——+0o0

3. Comparer la vitesse de convergence des suites (U,)nen et (Vi )nen-
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