IPEIS : PT1 Devoir de synthese d’Analyse 1 2023-2024

L’utilisation de toute calculatrice est interdite.

Le devoir est composé de 2 pages et de deux exercices indépendants qui peuvent
étre traités dans IPordre souhaité par le candidat.
Durée du devoir : 2h

Bonne chance

Exercice 1

OnposeVn>1, a,= Z n+k

1. Convergence de la suite (@, )nens

{a) Calculer a; et a, (on donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles).

1 e LR L ,
2 puis étudier le sens de variation de (a,).

(c) En déduire la convergence de la suite (ay,).

(b) Justifier que a1 = an+

2. Caleul de la limite.

1 1
(a) i. En admettant que : Vz > 0, N7 < In(z +1) —Inz < ~ » comparer,
1 1

ur tout n € N* et pour tout k€N, les trois nomb: t
pour tout n € et pour tou EN,esroxsnomresn%_k_*’l,TH_IC e
In{fn +k+1) —In(n + k).

1 L |
ii. Comparer alors les trois sommes 2 » ) et Z (In(n+ &k + 1) — In(n + k))
Entkrlntk

(b) Calculer n}__':z (In(n+k+1)—In(n+k)).

k=0
(c) Vérifier que a —i T et que a Lyt
e = n+k M m—-1 En+k
1 1 1
) En dédui >1, In(2-= <a, <laf2— =)+ =
(d) En déduire que Vn 21, In(2 n)+2 —3 a, < In(2 n)+n

(e) Déterminer la limite de la suite (a,).

3. Borne inférieure d’une partie non vide de R.

Considérons A et B comme deux parties non vides de R* , avec B est majorée.

(a) Ensupposant que 'ensemble A/B = {%., (a,b) € A x B} admet une borne inférieure

inf(A).

strictement positive, montrer que : inf (A/B) = B)
sup(B

(b) Calculer : sup ({2 - %, pE N*}) :

{(c) En déduire : inf ({ g Ap; M, P E N*}) )
2p—1
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Exercice 2

On considéere la suite(U, )pen définie par:

Uy € R,
1.
1. Préliminaire

On note par f la fonction définie par f(z) = El))-xz —z+3, Yz eR.

(a) Dresser le tableau de variations de f sur R.
(b) Etudier sur R le signe de la fonction h : z + h(z) = f(z) — z.

— Par la suite, ’ensemble des racines de h sera représenté par S.

2. Etude de la suite (U, )nen lorsque U € [0, 3]

{a) Montrer que Yn €N, U, € [0,3].
(b) En déduire que la suite (U, )nen est convergente et calculer sa limite.

3. Premiére étude de la suite (U,)nen lorsque Uy > 3.

(a) Montrer que Yn € N, U, €]3,+o0].
(b) Pourquoi est-on assuré que Yn >0, U, > U ?
(c) Etudier la nature de (Uy,)nen.

4. Etude d’une suite auxiliaire

On consideére la suite (W,),en définie pour tout entier n par
Wha1 = 2W, —In3 avec Wy € R.
Exprimer W, en fonction de n et de W,

5. Calcul de la limite de la suite (Uy)nen lorsque Uy > 6.

On définit la suite (V,,)pen par : VR 20, V,=U, —3.

{a) Exprimer V,,,1 en fonction de V.
(b) Montrer que Vn >0, m(Vo41) 2 2In(V,) = In(3).

(c) Montrer que Vn > 0, In(V,) = W, olt (W,,)nen est la suite définie & la question 4
avec pour condition initiale Wy = In(V4).

(d) Déterminer lim W, puis lim (V) et lim U,.
n—+00 n—+00

n—+00
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