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Exercice 1 :

Soit B = (ey, €,, €3) la base canonique de R®. On considére I'application linéaire f définie par :
f(e) = 2e, + 3e5; f(e;) = 2e, —5e, —8e;; f(e3) = —e; + 4e, + 6e;
Onnote f2=fof

1) Déterminer la matrice de f dans

92) Montrer que E; = ker(f — idgs) et que N_; = ker(f? + idgs) sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3) Déterminer u, v deux vecteurs tel que E; = Vect(u) et N_; = Vect (v, f (v)). A-t-on E;@®N_; = R?.

5

)
)
4) Montrer que B’ = (u, v, f()) est une base de R® .
) On appelle B’ = (u,v, f(v)) , quelle est la matrice de f dans B’ .
)

6) Quelle est la matrice de f2 dans .

Partie A :
On considére 'application  f: R? - R?
(x,¥) v (6x — 4y ,9x = 6Y)
1) Démontrer que f est un endomorphisme de R?
2) a- Déterminer une base du noyau et une base de I'image de f
b- En déduire Ker(f) = Im (f) puis que fo f = 0z

-On pose maintenant I'application linéaire g: R - R?

®y) b 5 2y, ~)

3) Démontrer que g est un automorphisme de R%.
4) a- On pose e; = (1,0) et e, = (0,1). Calculer (fog + gof)(ey) et (fog + gof)(e;)

b- En déduire que fog + gof = idz
Partie B :
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2Zm outm € N* . Soit f € L(E') derangmtel que f o f = Oy
1) a- Quelles sont les dimensions du noyau et de I'image de f ?

b- Démontrer que Ker(f) = Im(f)
On pose F = Ker(f) et soit G un supplémentaire de F dans E

2) Quelle est la dimension de G .



On introduit I'application linéaire : h: G- F
x b f(x)
3) a- Montrer que I'application h est bien définie et qu’elle est linéaire.
b- Démontrer que ker(h) = {0z}
¢- Démontrer que h est un isomorphisme

hY(x)six €F

Posons g 'endomorphisme de E défini par g(x) = {0 ey
six

4) Démontrer que f 0 g + gof = idg

5) Démontrer que f 0 g o f = f puis montrer que f 0 g est un projecteur .





