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Devoir de synthése N°1

Durée : 2h Epreuve : Analyse

L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Ezxercice :
Soit a € R.

1. Résoudre, dans R, I'équation différentielle

y/f_2y1+ (a2+1)y:ez.

2. Exprimer le terme général de la suite (u,,) définie par

U()IO,
ulzla

Unpa — 2Uny1 + (@ + Du, =

(Rappel : sin(arccos(t)) = V1 -, Vt € [-1, 1]).

Probléme :
On considere la suite (uy,)nen définie par:

Ug € R,
Unt1 = [ (un), Vn €N,

Ou f(z)=2*+1z, VxR

Partie 1
1. Dresser le tableau de variations de f.
2. Trouver les points fixes de la fonction f.
3. On suppose dans cette question que ug € [—3,0[.

(a) Montrer que u, € [~1,0[, VneN.
(b) Etudier la nature de la suite (uy,).

(c) Trouver la limite de (uy,).
4. On suppose dans cette question que ug > 0.

(a) Montrer que u, €]0,+oo[, Vn € N.
(b) Etudier la monotonie de (u,).

(c) Etudier la nature de (u,), puis, trouver sa limite.
5. On suppose dans cette question que uy < —1.

(a) Montrer que u; > 0.
(b) En déduire la nature de (u,).
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Partie 2 ‘

Dans cette partie, on suppose que ug € [—3,0].
1. (a) Démontrer que, pour tout n € N,

n+1 ” 1
(n+2)2 " n+3

(b) Démontrer, par récurrence, que, pour tout n € N,

£ U <0

n-+2

2. On considere la suite (v,,) définie par v, = (n + 1)u, pour tout n € N.
Démontrer que (v,,) est décroissante.

3. Démontrer qu’il existe A € [—1,0] tel que (v,) converge vers A.
4. En déduire la limite de (uy,).

Partie 3
Dans cette partie, on suppose que u, € {*%, 0[.

Soient A; et A, deux parties non vides de R respectivement majorée et minorée.

1. Sans vérifier I'existence de sup(4,), inf(A4,) et sup(A; — A;) montrer que
sup(A; = Az) = sup(4;) — inf(4y),
on A; — Ay ={a; —az; a1 € A et ay € Ay}
2. Déterminer la borne supérieure de I'ensemble

A={u, - (p+ 1y, VYn, pe N}
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