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Exercice 1
3

Soit M = {0
0

W= O

1
3
0
1. Vérifier qu’on peut écrire M = 315+ N ot N est une matrice & déterminer.

Calculer N2, N3 puis N? pour p > 3.

En déduire MP pour tout entier p > 1.

e

Application : Soient (z,,)n, (Yn)n, (2n)n trois suites réelles telles que zgp = 1,yp = 2 et
zp = 7 et vérifiant les relations de récurrence, pour tout n € N :

Tny1 = 3Tn + Yn
Unt1 = 3yn + Zn

Znt1 = 32,
Tn
On considére X,, = | y, |, pour tout n € N.
Zn

(a) Montrer que X, = M"X,, pour tout n € N,

(b) En déduire les expressions de x,, ¥n, 2» en fonction de n.

Exercice 2

Soient £ un ensemble non vide et f : £ — E une application.
1. On considére la relation binaire R sur P(E) définie par :
ARB < f(A) = f(B)

(a) Montrer que 2R est une relation d’équivalence sur P(E).
(b) Montrer que : f est injective <= CLx(E) = {E}.

2. On suppose que f o f = f. Montrer que :

f injective <= f est surjective
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Probléme %

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel > 2. Pour une matrice M de M,(C), on note
M la matrice conjuguée de M c’est-a-dire la matrice dont les coefficients sont les conjugués de
ceux de M. En notant M = (my;)1<x j<n, alors M = (M) 1<k j<n-

On admet que det(M) = det(M).

: 3 i — (3 i
Par exemple, pour 8 € R, si M = (2 +i e“’)’ alors M = (2 _ e_,,-g)

1. Déterminer M , lorsque M € M, (R).

2. Montrer que, pour toute matrice M € M, (C), M= M.

3. (a) Montrer que, pour toutes matrices M, N € M,(C), et pour tout complexe o € C,
oM+ N=a M+ N.
(b) Montrer que, pour toutes matrices M, N € M, (C), MN =M N.
(c) Montrer que, pour tout M € M, (C), 'M =M.

. Soit M € M, (C).

15N

(a) Montrer par récurrence que, pour tout k € N*, MF* = .

(b) En déduire que si M est nilpotente, alors M 'est aussi.

ot

. Soit M € M, (C) une matrice inversible.

(a) Montrer M est aussi inversible et que M = M1,
1
det(M)’

6. Soient A, B € M,(R) telles que AB — BA soit inversible et A% + B? = AB.

(b) Vérifier que det(ﬁ_l) =

Onpose M = A+ jB ot j =e%.

(a) Vérifier que j2 = j et que 1 +j + j2 = 0.
(b) Vérifier que MM = j(BA — AB).

(c) Montrer que det(M M) = | det(M)|>.

(d) Montrer que det(MM) = j*det(BA — AB).

(e) En déduire que n est un multiple de 3.




