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EXERCICE
Soit la matrice
021
J=10"114Y
011

et f I’endomorphisme de R® de matrice J dans la base canonique B = (e1,€9,€3) avec
€1 = (17010)) €3 = (09130)1 €3 = (Oy031>

1. (a) Soitu = (z,y,z) un vecteur de R3, Calculer f(w).
(b) Déterminer le ncyau et 'image de f.
(c) f est-elle un automorphisme de R37 justifier la réponse.
2. (a) Calculer le polyndme caractéristique de J.
(b) Déduire les valeurs propres de J ainsi que leurs ordres de multiplicités.
(¢) J est-elle diagonalisable? justifier la réponse.
(d) Déterminer les vecteurs propres de J.
(e) Montrer que J = PDP ™! avec D la matrice diagonale

00 0
0=1 9
00 3

et P une matrice inversible 2 déterminer ainsi que son inverse P™'.

3. Pour tout réel a, on considére la matrice

a 2 1
My=1 0 a+1 4
0 1 a+1

(a) Exprimer M, en fonction de J.
(b) Déduire de la question 2.(e) qu'il existe une matrice diagonale D, € M;3(R) telle que

M, =PD,PL.
(c) Pour quelles valeurs de a, M, est inversible?
4. Soient (Z5)n,(¥n)n €t (24)n trois suites réelles vérifiant 2o = 1,y0 = 1,20 = O et pour toutn € N:
T+l = 2Zp+ 2yn +zn

Yntl = 3yn  +4zn

Zn+l = Yn +3zn



Pour tout entier naturel n, on pose T, = |y,

(a) Ecrire T+ en fonction de T, et My,

(b) En déduire l"expression de T, en fonction de n.

(c) Déterminer les limites des suites {x,) , (yn) et (23).
Probléme

Partie A : Caicul de la dérivée d’unc fonction .

1. Justifier, pour tout réel ¢, I'existence de l'intégrale

. *° arctg(zt)
o= [ e

1o

Montrer que la fonction ¥ ainsi définie est impaire.
3. Caleuler ${0) et B(1).
4. Soit £ la fonction définie sur R? par

arctg{xt)

72+ 1

V teR, i t)=

. . . £/
{a) Déterminer la dérivée partielle [L( 1) .

{b) Pour ¢ un réel strictement positif, justifier l'existence de Vintégrale
+00 4
/ b bde.
0 .
5. On admet que ¥ est dérivable sur RY et que: vVt € RY,

s +oo T
() = ~dax.
=] wrme

{a) Calculer ¥'(1).

(b) On suppose que t € R} \ {1}. Montrer que : Vz € R,

& o=l T t? z
(Z2+ 1222+ 1) 21 2241 £2-1 22+1

Int

(c) En déduire que YVt e R\ {1}, ¥'(¢) = e

{d) Montrer que ¥’ est continue sur RY.
Partie B : Fonction de répartition & limite de ¥ en +o.

Dans la suite, on considére deux variables aléatoires réelles X et Y. indépendantes de densité f
définie sur R par :
1

1+ 22

, 1
VzeR, f(z)=--
e
On definit la variable aléatoire réelle @ de la maniére suivante

e Si X prend la valeur 0, © prend aussi la valeur 0.

¢ Sinon. © = ~}~,

r'a




1. Donner une deusité du couple (X, Y).

2. {a) Donner la probabilité P(X = 0). Justifier la réponse.
{b) On considére le systéme complet d’événements suivant : {(X > 0),(X < 0), (X =0)}.
En appliquant la formule des probabilités totales, montrer que

VieR, PO <)=PY <tX,X>0)+PY >tX, X <0)

(¢) Montrer alors que la fonction de répartition Fg de © est définie par :
1. 2
vie R, Fot)= § + ;{—i\ll‘(t)

3. En utilisant les propriétés dune fonction de répartition d'une variable A densité,
(a) montrer que VU est croissante,
(b) calculer la limite lim @(¢).
t—-to0
Partie C : Calcul d'une somme.

On considére les intégrales suivantes :

1 .(, +o0 In{t
J:/ B Kz/ nt) 4,
4] 1

t2 -1 t2 -1
1. (a) Montrer que les intégrales J et K sont convergentes.
2
"

(b} En utilisant la fonction ¥, montrer que J + K = —.

1
{¢} A V'aide du changement de variable s = T démontrer que J = K.

1
2. (a) Montrer que Vk € N, I'intégrale Jp = / t¥ In tdt converge.
)
(b} Caleuler J.

3. Montrer que Vn € N,

n

5 1 _/1 Int .. /‘t"’"“mtdt
£ (2k+12 7 Jo 21 o =177

2

\ -3 t“lnt :
4. (a) Calculer la limite de - - lorsque ¢t tend vers 0, puis lorsque ¢ tend vers 1.

2 -1
t2Int
(b) En déduire qu'il existe une constante C > 0, telle que, Vit €]0, 1, o i
1 12142
t
(c) En déduire que /; 3 ﬂ_‘hlltdt < 2ni T

{d) Montrer la relation suivante :

f 1 _/1 Int s
Gk 1) Jo -1

+00
(e) Donner alors la valeur de la somne Z
k=0

1
(2k + 1)%



