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Probléme I : Oscillateur harmonique
On se place dans le référentiel du laboratoire (0, iy, iy, #,) supposé galiléen dans lequel on

considére une masse M accrochée a un ressort de raideur k ,de longueur a vide £, et pouvant

se déplacer sur un plan horizontal le long de I’axe (Ox) . g _— )
» . 7 r i ilibre Ea \AAAL ~W-"""7" >
(Figure 1). Le déplacement de M, supposée ponctuelle, Aléguier . NG "
Rt
est limité aux petites oscillations autour de la position M 1
- . Hors équilibre §=~\ 114200 @->
d’équilibre. La masse du ressort est supposée négligeable "

) . Figure 1
comparée a M dont le poids est compensé par la réaction du plan.

Hors équilibre, on repere la position de M par Pabscisse x(t) comptée a partir de sa position

d’équilibre. La masse M est aussi soumise a :

e d - \ i
e Une force de frottement F, 'f = —a _Ei't‘)‘ u,oua €st une constante pOSlthC.

e  Une force excitatrice I?'e = Fycos (wt)i, avec Fy et w'sont deux constantes positives.
1. Etablir I’équation de mouvement de la masse M et la mettre sous la forme canonique :

d?x(t) L @ dx(t)
dt? Q dt

Donner les expressions de wg, Q et e(t).

+ wix(t) = wie(t)

2. On se place dans un premier cas ou ﬁe =0 et ﬁf =0 Exprimer la solution de cette

dx(t)

€quation sachant qu'on a : x(t = 0) = x, et p”

) = 0. Exprimer les énergies cinétique
t=0

E.(t) et potenticlle E,(t) de cet oscillateur. Vérifier que son énergie mécanique E,, est

conservée.

3. Dans la suite on considere le cas ou ﬁe +0et ﬁf # 0.En régime établi, on exprimera



la solution de l'équation de mouvement sous la forme : x(t) = X, cos (wt + @) ou ¢ est une

phase a l'origine. On cherche une solution X(t) en notation complexe.

a- Déterminer I’expression de I'amplitude X, et la mettre sous la forme :
Fo
/i

Ja-we+ (%)

Xo(u) =

w
Avec : u =—
Wo

b- En déduire que Xy(u) passe par un maximum pour @ = wy ’1 - 2Q2 — a condition que

Q> \/% On suppose que cette condition est vérifiée dans la suite.
c- Déterminer ’amplitude maximale X g, @ la résonance.
4. Montrer que la moyenne dans le temps de la variation de 1’énergie mécaniqued—jfldu
systéme masse-ressort est nulle. Interpréter.

5. Dans l'objectif d'analyser le spectre d'un signal sonore périodique, on utilise un microphone
qui convertit ce signal en une tension électrique v,(t), puis un filtre qui sélectionne les

composantes sinusoidales de cette tension.

Soit v5(t) la tension de sortie du filtre, sa fonction de transfert complexe s’écrit :

Hy,u = i‘i et Q sont des grandeurs positives caractéristiques du filtre.
0
Exprimer le gain réel G(uw) = |H(ju)| et tracer son allure en fonction de u.
6. Déduire la pulsation et le gain réel de ce filtre & la résonance.
7. Tracer lallure du diagramme asymptotique de Bode (gain en décibel). Préciser les

asymptotes. Quelle est la nature de ce filtre ?

8. Déterminer la bande passante (Aw = w, — w;) correspondante a G(u) =

\/—

9. On réalise une expérience dans laquelle le filtre est soumis a un signal d'entrée v, (t) de forme

carrée, damplitude V,, de période T et de fréquence f = % (Figure 2).

La décomposition en série de Fourier de v,(t) s’écrit : Avelt)
vﬂ
ve(£) = 2+ 225 0—sm[(zp + 1)2nft]
Décrire le spectre de ce signal. 0 Ly
12 T

5 Figure 2



Exprimer les fréquences des quatre premieres composantes non nulles de ce signal. Tracer alors

le spectre de v, (t) pour ces fréquences.

10. Les tensions v,(t) et vs(t) sont indiquées sur I’écran d'un oscilloscope (Figure 3). On

constate que lorsqu'on fait varier la fréquence f de v,(t), 'amplitude de v(t) diminue.

¢ Base de temps : 100 ps par carreau

e Sensibilités des voies :

Tension v,(t) (en gras) : 1V par carreau

Tension vg(t) : 2V par carreau

Déterminer graphiquement V, et f.

Tracer le spectre de vy(t). Expliquer sa forme sinusoidale. Figure 3
Probléme IT': Force centrale

Dans ce probléme, on étudie le mouvement de la Terre dans le référentiel héliocentrique R
centré au centre S du Soleil et supposé galiléen. La Terre est modélisée par un solide
indéformable de forme sphérique que1’on assimilera ici 4 un point matériel de masse m situé
en son centre d’inertie 0. Les effets liés a la rotation de la Terre autour de son axe ne sont pas
pris en compte dans ce probléme. Le centre d’inertie O de la Terre se déplace dans le champ de

gravitation du Soleil de masse Mg sous I’effet de la force

= GMsgm
Fs 0 =— ri 7 (1)

7 = S0 = rii, : étant le vecteur position du centre O de la Terre par rapport au centre S du
Soleil. On néglige I’influence des autres planétes sur le mouvement de la Terre.
1. Le champ de force de 1’équation (1) est-il un champ de force central ?
2. Donner la définition d’une force conservative.
3. Montrer que la force de gravitation exercée par le Soleil sur la Terre est conservative.
4. Montrer que I’énergie potentielle E,, dont dérive cette force s’écrit :
" G Mgm
r

L’énergie potentielle E,, sera prise conventionnellement nulle pour r tendant vers I'infini.

E, =

5. Montrer que I’énergie mécanique E,,, de la Terre est constante au cours de son mouvement

autour du Soleil.

6. Définir le vecteur moment cinétique Zs de la Terre dans le référentiel R, par rapport au centre
S du Soleil.



7. En appliquant a la Terre le théoréme du moment cinétique par rapport au point S, montrer
que son moment cinétique ZS est un vecteur constant.

8. En déduire que la trajectoire suivie par la Terre autour du Soleil est entiérement contenue
dans un plan fixe I1. Comment est situé le plan de cette trajectoire par rapport au vecteur
moment cinétique Zs?

9. Pour la suite, on pose : Lg = mCil ou i est un vecteur unitaire fixe dans le référentiel
héliocentrique R et C une constante.

Dans le plan I1 de sa trajectoire, on repére la position du centre d’inertie de la Terre O en
coordonnées polaires (r,8) définies par r = SO et 8 = (353, §5) (Figure 4.a). O est la
position de O a une date choisie comme origine. (i, Ug) étant la base locale associée a ces

coordonnées.

Ki/
Soleil Qo

Figure 4.a Repérage de la position de la Terre.  Figure 4.b Trajectoire de la Terre autour du Soleil.

Montrer que la vitesse du centre d’inertie de la Terre par rapport au référentiel R s’écrit sous la
forme :
U= v, + volg

. . S dar . dae
Donner les expressions de v, et de vg en fonctionde r, 7 = =<t de 6 = v

10. Exprimer le moment cinétique ES en fonction de m, r et 8. En déduire que la constante €
est liée aux paramétres r et § par la relation :

E=90
11. Exprimer Iaire dZ, balayée par le rayon-vecteur # pendant une durée dt du mouvement de
la Terre autour du Soleil.

12. Montrer que I’aire X balayée par le rayon-vecteur 7 durant un intervalle de temps At est

donnée par la loi :

Comment appelle-t-on cette loi ?



13. Définir I’énergie cinétique E, de la Terre par rapp01:t au référentiel héliocentrique R. En
déduire son expression en fonction de m, C, r et 7.
14. Montrer que I’énergie mécanique du systéme s’écrit sous la forme :
g o iAC RN 1
2 r? r 2
15. On appelle I’énergie potentielle effective le terme de 1’énergie mécanique qui ne dépend

2

que de la coordonnée de position r et on la note :

2 r? r
Déterminer, en fonction de G, C et Mg, la distance r, pour laquelle 1’énergie potentielle
effective est minimale. Donner alors 1’expression de E, 77 (o).
16. Tracer I"allurede Eq¢¢ ().
17. Quelle est la nature de la trajectoire dans le cas ou E,, = E, 77 (o).
18. Par ailleurs, avec un choix convenable de I’origine des angles polaires, on montre que

I’équation de la trajectoire’en coordonnées polaires (7, 8) peut s écrire sous la forme :

Y}
T = 2
1+e cos6 ( )
2
avec p = ——et e = p.uy, ou u, est une constante d’intégration qu’on ne demande pas de
S x
déterminer.

La relation (2) est I’équation polaire d’une conique d’excentricité e. On supposera que e < 1
et que la trajectoire est une ellipse dont S est I’un de ses foyers (Figure 4.b).
a- Déterminer la distance SO minimale notée r;,, au périhélie P de la trajectoire en fonction
depete.
b- Déterminer la distance SO maximale notée r, 4 1’aphélie A de la trajectoire en fonction

depete.

; . 4 . . B TM-T
c- Deéterminer I’écart relatif entre ces deux distances défini par —MT”%

d- Application numérique : On donne p = 150.10%°km et e = 0,018. Calculer ry,, 13, et

leur écart relatif.

p
1—-e?

19. On rappelle que la surface d’une ellipse est donnée par £ = m.a.b, ou a = eth=

\/1%3 désignant respectivement le demi grand axe et le demi petit axe de I’ellipse.

Pour toute la suite, on utilisera les valeurs numériques de e et de p données dans la question
18.



a- En utilisant la relation établie dans la question 12, montrer que la période T du
mouvement de la Terre autour du Soleil est :
2n p
T =
JGM; (1 = ez)

b- Application numérique : On donne G = 6,67.10"'N.m%. kg2 et Mg =
1,99.10%%g. Calculer T en jours.

3/2

20. Pour I’hémisphére nord de la Terre, le périhélie P de la trajectoire correspond
approximativement au début de ’hiver (solstice d’hiver), I’aphélie A de la trajectoire
correspond au début de 1’été (solstice d’été), le début du printemps ou équinoxe du printemps

EP correspond a § = g et le début de I’automne ou équinoxe d’automne EA correspond 4 6 =

3w

i
a- Reproduire le schéma de la trajectoire (Figure 4.b) et placer les points A, EP et EA.
Indiquer avec soin la surface balayée par le rayon-vecteur de la Terre pendant chacune

des quatres saisons. i
b- Montrer graphiquement que le printemps et 1’été sont plus longs que 1I’automne et I’hiver

dans ’hémisphére nord.

Probléme III : Onde acoustique

On considere une onde sinusoidale de longueur d'onde A qui se propage en tout point M
d’abscisse x a un instant t. L onde correspondante en terme de p(x,t) s’écrit en notation
complexe :

p(x,t) = py expj(wt —kx)
1. Caractériser I’onde décrite par la pression acoustique p(x, t).
2. Donner I’expression de k en fonction de w et c.
3. Par application de la relation fondamentale de la dynamique & une tanche du fluide comprise
entre x et x 4+ d x, de section S et de masse élémentaire dm, établir la relation suivante :

ap(x,t) 3 0v(x, t)

ox Po5¢
4. Déterminer la vitesse particulaire 7(x, t) en fonction de p(x, t) et déduire qu’elle s’écrit sous

la forme suivante : ¥(x, t) = v, expj(wt — kx). Exprimer la valeur maximale v, en fonction
de pg, ¢ et pg.

5. Rappeler en quoi consiste .l’approximation de I’acoustique.

6. Pour I’unité de surface perpendiculaire a la direction de propagation, on définit en notation

complexe I'impédance acoustique du milieu par la relation :

6



Pt
T 9(x, t)

Ze

Exprimer Z en fonction de pj et c.
7. On considére deux fluides (1) et (2) séparés par une interface plane (de masse négligeable)
perpendiculaire & l'axe (0x)en x = 0. Les impédances acoustiques et les célérites du son dans
les deux fluides prennent respectivement les valeurs Zy, Z,, ¢, et ¢, (Figure 5). On suppose
qu'a l'équilibre (avant le passage de l'onde) la pression est uniforme dans les deux fluides et
égale a Py.

Dans le domaine des x < 0, une onde progressive AR

se propage dans le fluide (1) dans le sens des x

croissants, soit v;(x, t) = v;(x — ¢;1t).

A linterface, cette onde donne naissance a une

onde réfléchie v,(x,t) et une onde transmise

ve(x,t), comme indiqué sur la Figure 5.

Ecrire I’équation de continuité des vitesses des particules du fluide de part et d'autre de
l'interface ainsi que ’équation de continuit€ de la surpression p ?

8. On définit les coefficients de réflexion et de transmission en puissance acoustique de I'onde

L (x=0)_ |oe(0,8) |2 T = =0

incidente a I’interface comme R = 1=0) ~ | o001 = 1Ge=0y

avec 1. I’intensité de
r

I’onde réfléchie, I; I’intensité de 1’onde incidente et f¢ I’intensité de 1’onde transmise.

v,-(0,t)

a- Déterminer I’expression de
vi (Ott)

en fonction de Z, et de Z,.

b- En déduire les expressions de R et T en fonction de x = ;—2
1

c- Représenter les variations des coefficients R et T en fonction de x. Discuter les

cas (Zl = Zz) et (Z1 14 ZZ ou Zz K Zl)






