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Probléme 1 +(10 points)

Notations

® B = (e, e,€3) est la base canonique de R3 : ¢; = (1,0,0), e2 = (0,1,0)
et ez = (0, 0, 1)

e (-,-) est le produit scalaire usuel et || - || est la norme euclidienne.

Partie 1

Soit zg = <=(1,—1, —1). On définit ¢ : R? — R3 par :
V3

o(u) = (29, u) 2.

1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3.
(b) Pour v = (z,y, z), exprimer ¢(u).
(c) Déterminer ker(¢p) et Im(yp).
d) ¢ est-il un automorphisme ?
)

(
2. (a) Montrer que la matrice de ¢ dans B est :
1 1 -1 -1
=4 L1 4

(b) Justifier que A est diagonalisable dans une base orthonormeée.
c¢) Montrer que po p = ¢.

)
(c)
3. (a) Déterminer les valeurs propres de A sans calculer Pa(A).
(b) Déterminer les sous-espaces propres de A.
)

(c) Vérifier que B’ = (uy, us, u3) est une base orthonormeée de vecteurs
propres, avec :
17 i, 0)7 Ug =

Uy == (1,-1,2), wuz= 2.
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(d) Trouver P inversible et D diagonale telles que D =* P A P ou 'P
est la transposée de la matrice P.

(e) Calculer A™ pour n € N*.

Partie 2

Pour a € R, on pose ¢, = idgs + a, de matrice A,.

1. (a) Montrer que pour a # 0, det(A,) = a3Pa(—a™1).
(b) Donner la condition sur a pour que g, soit un automorphisme.
(c) Etablir que ¢, 0 05 = Paigrap-
(d) En déduire p;! pour a # —1.

2. Déterminer les a tels que ||, (u)|| = ||u|| pour tout v € R3.

3. (a) Montrer que ¢_5 est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

(b) Déterminer ses sous-espaces propres.

Probléme 2. (10 points)
Les deux parties du Probléme 2 sont indépendantes.

Partie 1

On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes et suivant
la méme loi normale centrée réduite notée N (0,1) (de densité notée f et de-
fonction de répartition notée ®).

On rappelle qu’on a :

1 N 2
Vz e R, f(z)= \7]5_—7;6_? et O(z) = T / e~z dt.

On pose Z = sup(X,Y) et 'on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi
que son espérance et sa variance.

1. Montrer que la fonction de répartition de Z est définie par
Fy(z) = (®(z))?, Vze€R.
2. En déduire que la densité de Z est la fonction h définie par :

h(z) =2f(z)®(z), VzeR.



+o00

2
3. Rappeler la valeur de l'intégrale / e T dt.
-0
+o00 3
4. En déduire la convergence et la valeur de / e " dzx.

5. (a) Vérifier que, pour tout réel z, f'(z) = —zf(x).

(b) Montrer, grace & une intégration par parties, que :

ke 1 i =
a:h:vd:c:—*+~/ e ¥ dex.
| antore ==+ |

(c) Montrer de méme que :

/O zh(z)dx = L + 1/0 e dx
e, s WEw T '

(d) En déduire que Z a une espérance et donner sa valeur.
6. (a) Montrer que X? et Z? suivent la méme loi.
(b) Déterminer E(Z?), puis donner la valeur de la variance de Z.

7. On pose W = min(X,Y’). Exprimer Z + W en fonction de X et Y, puis
en déduire E(W).

Partie 2
Dans toute la suite du probléme, on suppose que X suit la loi exponentielle
de paramétre 1. On rappelle que la densité de X est :

{e-i’ si t>0

x=19 & t<o-

1. Trouver la fonction de répartition de X.

2. On définit la variable aléatoire discréte Y a valeurs dans N de la fagon
suivante :
o (Y =0)=(X<1),
eVneN, (Y=n)=mn<X<n+1l).
(a) Montrer que : Vn € N, P(Y =n)=(1—et)e™

(b) Montrer que la variable aléatoire Z =Y + 1 suit une loi géomé-
trique dont on précisera le prameétre.
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(¢) En déduire I’espérance et la variance de Y.

3. Soit la variable aléatoire D = X — Y. On note Fp la fonction de
répartition de D.
(a) Justifier : Vo €] —o00;0[, Fp(z) =0 et Vz € [1;+o00[, Fp(z)=1.
(b) Soit z € [0;1].
Exprimer 'événement (D < z) a l'aide des événements
(n<X<n+z), neN.
(c) Pour tout z € [0;1], calculer P(n < X <n+z),Vn€N.
1—¢%
(d) Montrer que : Vz € [0;1], Fp(z) = T{j’

(e) En déduire la densité de D.

Fin de I’énoncé



