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Devoir de controle n 1

Probléme

Définitions et notations

Toutes les fonctions étudiées dans ce probléme sont a valeurs réelles. On pourra identifier un
polyndme et la fonction polynomiale associée.
On rappelle le théoréme d’approximation de Weierstrass: si f est une fonction continue sur [a, b,
il existe une suite de fonctions polynémes (P, ),en qui converge uniformément vers la fonction f
sur [a, b].
On désigne par E 'espace vectoriel des applications continues sur [a,b] & valeurs dans R et on
le munit de la norme de la convergence uniforme

[Nl : B — Ry

f— sup [f(2)].
t€(a,b]

On note C([0, 3], R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, ] & valeurs réelles.

Partie I

+o00
Pour tout entier naturel n, on pose I, = / zte D2 qy.
0

1. Montrer que pour tout entier naturel n, [, existe.

2. Etablir une relation entre I,+1 et I, pour tout entier naturel n.

5 . n!
3. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, I, = (1—_7)7;??
400
4. En déduire que pour tout entier naturel k, / z* 23 sin(z)dz = 0.
0

5. Proposer une fonction f continue sur [0, +oo, non nulle et vérifiant que pour tout entier

+o00
naturel k, / uf f(u)du = 0.
0



Partie I1

1. (a) Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions bornées sur un intervalle I de
R est une fonction bornée sur /.

(b) Soit h la fonction définie sur l'intervalle ]0, 1] par: h(z) =

Expliquer pourquoi h ne peut pas étre uniformément approchée sur Pintervalle ]0, 1]
par une suite de fonctions polyndmes.
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8 |

2. (a) Soit N € N*, on note Py l'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur [a, b] de
degré inférieur ou égal a N.
Montrer que Py est une partie fermée de (E, ||.||c). Est-il un compact de (Z, |[.[|«)?

(b) Que peut on dire d’une fonction qui est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
polynoémes de degré inférieur ou égal & un entier donné?

3. On considere la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [O ] par fu(x) = Z z

(a) Montrer que (fn)nen converge uniformément sur [0, 3] vers la fonction f définie par

f: [0, — R
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(b) En déduire que P = { P: [0,3] :

(ct0, 31, 1)

R , ,
P(z) P € R[X]} n’est pas un fermé de

Partie IIT
Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose que pour tout entier naturel &,

/b z*f(z)dz = 0.
1. On considere 'application
Y E — R \
g — [ f@eaa
(a) Montrer que 9 est continue sur (E, |.[|«)-
(b) Vérifier que v;(P) = 0, pour toute fonction polynome P.

2. En utilisant le théoréme d’approximation de Weierstrass, déduire que f est nécessairement
la fonction nulle sur [a, b].

Application
Soit E Vespace vectoriel des applications continues de [a,b] dans R. On pose

p: ExXE — R

b
(fg) /f(x)g(w)d:v

O]



1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2. On note F le sous espace vectoriel de E formé des fonctions polynomes définies sur [a, b]
et on désigne par F+ = {g € E;¢(g,f) =0,Yf € F}.
(a) Montrer que F'L est un sous espace vectoriel de E.
(b) Déterminer F*-.
(¢) A-t-on E = F@ F*7? (Indication: utiliser la partie III).

Exercice
+o0 (—‘l)p
Le but de P’exercice est de déterminer la nature de Zrn our, = Z S
n>0 p=n-+1 \/_25

n
s 1
Pour n > 1, on considere u,, = Z —_
p=1 \/ﬁ

1. (a) Soit & > 1 et k > 2. Démontrer que

/k“ dt 1 /k dt
— Lo & ==,
kT kYT St

1 1
k% +oo (o — 1)not

+o00
(b) En déduire que Z

k=n

" d
2. Montrer qu’il existe L € R tel que lim (un - / —2) =L+2
n—-+00 1 \/E

3. On pose pour n € N*, v, = u, —2¢/n — L.

(a) Montrer que la série E Uny1 — Un €St convergente.
n>0

1
b) Dédui n N .
(b) Déduire que v oo 2/

1
Détermi squivalent de w, = v, — —F=.
(c) Déterminer un équivalent de wy, = vy — 5 7
(d) En déduire que
1 1 1
= 2 L4 —~ w1
U = 2v/n + * 5 24n%+0(n%)
+o00 (_1)17

4. (a) Exprimer r, en fonction de u,, uz, et S = Z

p=1 \/I_) .
(b) En dédui il exist b tel =a+ b +O(-—1—)
n déduire qu’il existe a, 6 tels que rop = a Jn s

(¢) Exprimer S en fonction de L et trouver la nature de Zrn.
n>0
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