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(b) Déduire qu'il existe une matrice P € GL,(R) t nt diago-
nales
Dans toute la suite, G désigne un sous-groupe de GLn(R) vérifiant,
VM € G, M*= I,
2. ‘t\/fantrer que toute matrice A de G est dxwgcmmab ans .;‘» I (R) et que Sp(4) ¢ {-1,1}.
3 wntre; que G est abélien.
4. On note

Ay :{di,ag(el,...,sn\ Ma(R); Vi€ {L,..ym) : ef =1}
(a) Vérifier que A,, est un sous-groupe d'ordre 2" de GL,(R) ;
(b) Montrer que, pour tout D € A, D? =1, o g

z

. (¢) Montrer qu'il existe Q € GL,,(R) tel que
VAEG, @ 1AQ € A,,

{(d) Déduire que card(G) < 2"
5. Soit m un entier naturel non nul.:
On suppose qu'il existe un isomorphisme de gfoﬁpés ¢ de GL,(R) sur GL,(R).
(a) Montrer que ¢(Ay) est ﬁn sdus—g;roupe:dc;a‘ GLm(IR) vérifiant
| VA € $(An), A2 = In.

(b) Déduire que n =m




‘Dans ce probléme, K = R;ou C et F désigne un K- espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Un endomorphisme f de E est dit :

& nilpotent §’il existe m € N*, tel que f™ =

¢ nilpotent d’indice de nilpotence p ¢ N*,si fP~1 £ 0et fP=0

¢ cyelique
En.outre;

Partie I : __E dgmorphgeme cy('hqun et matrrce compagnon

il exist ;‘un:xieqteixr v € E tel que la famille (v, f(v), ..., f* ' (v)) est une base de

X5 ‘désigne le polyndme caractéristique de f et Il

1. Soit M € Mf ).

(a) Montrer que M et !M ont le méme polynéme caractéristique.

(b) Montrer M est diagonalisable dans M, (K) si, et seulement si, *M Pest aussi.
n—1
2. On pose Q(X) = X" + E ar X" € K[X]. On considére la matrice
Y € Mn(K).
\G g ... 0 1 -—an 1/
A Ntror s v i XY = ¥
Montrer que (cq (X)=Q(X)
(a) Soit X une valeur propre de *Cq.
Déterminer Ia dimension et une base du SOus-espace propre associé.
{(b) Déduire qge Cg est diagonalisable dans M (K) si, et seulement si, @ est scindé sur K
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Montrer que f est ychqhe si, et seulement si, il existe une base B de
matrice de f est de la forme Cg, ot @ est un polynoéme unitaire de degr
4. Soit f un endomorphisme cyclique de E.
(a) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, son polynome caractéristique x, est
scindé sur K et toutes ses racines sont simples.

(b) Montrer que la famille (idg, f,. .., f*~1) est libre de £(E).

v ed

(c) En déduire que deg(Il;) = n puis que x, =I5, *

{d) Retrouver le résultat de la question 4 —a.* =+
5. .Soit g un endomorphisme de £ nilpotent d’indice de nilpotence p. ...

(a) Soit v un vecteur de E tel que TP #9085 (2 oo oo
Montrer que la famille (v, f(v)y ..., fP~1(v)) est libre de E En déduu'e que p < m.

(b) Déduire que f est cyclique si, et seulement si, p=m.
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Partie II : Sous-espaces caractéristiques

Soit f € L(E). On suppose X, est scindé sur K :

11 existe m € N* tel que

X (X) =[x - 2™,

i=1
ol Ay,..., A, sont les valeurs propres distinctes de f d’ordre ny, ... ,n,, respectivement.
Pour tout ¢ € {1,...,m}, on note E; = ker(f — X; idg) et F; = ker(f — A; idg)™.
1. Justifierque E= @ F,.
1<igm
2. Soit ke {1,...,m}

(a) Montrer que F} est un sous-espace vectoriel de stable par f et que Fj contient Ej.
On note f;, 'endomorphisme induit par f sur Fj.

4. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, Vk € {1,...,m}, Fy = Ep.



