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Devoir de Controle n° 2

ANALYSE
Probléme : "series factorielles"
Pour tout ne N et x> 0, on pose :
n! a0 1 _ Up(x)
) e ke s G O MRS

~~ Une fonction f est dite développable en série factorielle "sur R* " (DSF) s'il existe une suite(a,)

. +00
de C tel que Z a,u,(x) absolument convergente pour tout x >0 et f(x) = Z AnUn(x) sur RY.
n=0 n=0

Partie I :"Préliminaire”

1. Soitxe R}

( Wy (x)

) est convergente.
Wp-1(x

(a) Montrer que la série Y In

n=1

Un(x)

(b) En déduire qu'’il existe I(x) > 0 tel que nETOO = l(x).

Un

2. Soit (ay), une suite de C et x > 0. Montrer que Z a,uy,(x) est absolument convergente (en
n=0
abrégé AC) si et seulement si )  a,vp(x) est AC.
n=0
% Dans toute la suite on considere (a,), une suite complexe telle que Z anun(x) soit AC Vx> 0.
nz=0

+00

3. (a) Montrer que lafonction f;: x— f,(x) = Z a,un(x) est continue sur R}.
n=0

(b) Montrer que f, tend vers 0 en +oo.
4. (a) Montrer que pour tout n € N, x — u,(x) est de classe C! sur R’ et que:

Vx>0 ;1C-+ln(1+-z-)).

u'n(x)l < Up(x)

(b) En déduire que f; est de classe C! sur 10, +ool.

1



Partie I1 : " Représentation intégrale”

n
% & e " a . y
5. Vérifier I'existence de réels a; tels que Vx > 0, up(x) = ) ——4—_—19—]2 Exprimer a en fonction de k
k=0 %
et n.

1
6. Montrer que pour x >0 et k € N, 'intégrale f (1 - y* ¥ dy existe et expliciter sa valeur.
0

7. Déduire alors que :
n!
x(x+1)...(x+n)

1
Yx>0,Yne N,f A=y ytdy=
0
+00 1
On obtient alors que f;(x) = Z a,,f (1-y*1y"dy,Vx>0.
n=0 0

8. (a) Montrer que la série entiére Z any” aunrayon de convergence = 1.
n=0
Soit ®, la somme de cette série entiére sur]—1,1[.

1
(b) Montrer que la fonction x — f (1-y)*'®,4(y)dy est définie sur 0, +oo[, DSF sur ce
0

méme intervalle et égale a f,,.

Partie III : "Dérivation d’une série factorielle"

9. (a) Montrer que:
) 1
Vx>0, fé(x)=fo (1~y)x’l<l>a(y)ln(1~y)dy

(b) Montrer que ¥, : y— ®4(y)In(1 — y) est développable en série entiere sur | -1, 1[.
(m) n-1
(c) Pour n €N on pose b, = 4 ). Vérifier que by =0 et by, = — Z
n! p=o =P

pour n = 1.

10. Soient x >0 et N = 1. Montrer que :

I T
EmDr T P & Rk prDF)

11. Montrer que, Pourtout0<p=<N-letx>0,0na:

e 1 1 f‘w di
E < + e
i klk+p+1)* ~ (p+D* 1 t+p+ D

12. Montrer que :

N-p 1 1 1) 1
VOspsN-1 Vx>0 ¥ — < 2P* )+(1+-)
o k(k+p+1)*  (p+1)* x) (p+1)*

by,

13. En déduire que la série de terme général
(n+1)*

est ACpour x>0

+00
14. Montrer enfin que f, est DSF sur ]0, +oo| est que Vx>0, f,(x) = 3 bptin(x).

n=0

]. 7 "
15. Montrer que la fonction x — f(x) = p est DSF sur 0, +oo et trouver les DSF de f et f .



