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Exercice

Soient n et k deux entiers strictement positifs. Le nombre de partitions de 'ensemble [1,n] en
k parties est noté S(n, k). Ainsi, S(n,n) = S(n,1) =1et S(n,k) =0si k> n.

On convient que S(n,0) = S(0,k) =0 et S(0,0) = 1.

On admet les deux identités suivantes

Sn,k)=Sn—-1,k-1)+kS(n—1,k), kel|l,n]

et
(¥)  VmeN, X™=Y S(m,k)Hi(X)
k=0 .
olt Hy =1 et pour tout k € N*, Hi(X) = X(X —1)..(X —k+1).
+oo o
On rappelle que pour tout z € R, e* = Z o
e n!
; n(n —1)
1. Montrer que pour tout entier n > 2, S(n,n —1) = o o1t
2. Montrer que pour tout n € N* et pour tout k € [|0,n], S(n, k) < (2k)™.
+00 .
3. Pour tout n € N, on pose, lorsque ceci aun sens, G,(z) = Z ij
j=0 7

"2
(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z %x] pour tout n € N.
520 7

(b) En déduire que
VzeR,VneN, G,(z)=¢€" ZS(n, k)zk.
k=0

4. Soit n € N. Montrer que

iici(_l)k~jjn . { S(n, k), sikel0,n]

k! o 0, si k> n.
n +00
(Remarquer que Z S(n, k)z* = Z S(n, k)z*.)
k=0 k=0



. .
5. Montrer que pour tout £ € N*, S(n,k) ~ —

n—+oo k! l
6. Soit k € N.

) : G 2 o S & )a®
(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E e

n!
>k

(b) Montrer que

(e —1)% <X S(n, k)z"
Vz € R, = Zk L

On considére une suite de variables aléatoires (X,)nen- mutuellement indépendantes sur un
espace probabilisé (2, 4, P).

Si X est une variable aléatoire sur Q, on note E(X) et V(X) son espérance et sa variance
respectivement.

Si z est un réel, alors || désigne sa partie entiére.

Partie 1
X N-1
Pour tout k € N* et tout N € N*, on pose : Y}, = —k—lf et Zyny = H(X’C —J).
=0

On suppose, uniquement dans cette partie, que pour tout & € N*, X} suit la loi de Poisson de
parametre k.

On pourra admettre I’identité (x) de Pexercice ci-dessus.

1. Soient n et k deux entiers naturels non nuls et r € R*
(a) Montrer que : E(Zyn) = kY.
(b) Montrer que Y admet une espérance finie que I'on exprimera & l’aide d’une somme
infinie.
2. Soit B € ]0,%[.
(a) Montrer que
PV, =12 k™%) — 0.

k—+o00
(b) Montrer que
PYp>1-k") — 1.

k—4oc

(c) Montrer que
Vr>0,Yk e N\{1}, (1-k°)P(Yi>21-k%) <E]).

3. Soit N € N*. Montrer qu'il existe des réels ay, ..., ay tels que

N
ay=1letVkeN', X => a;Z;

j=1



4. Déduire que : E(YY) — 1.

k—+o00

5. Soient r € R}, N = |r] et s=71— N.

(a) Montrer que
VieR,, t<s(t—1)+1.

(b) En déduire que
VEeN*, Y7 <(1—s)VN +sy Nt

6. (a) Montrer que E(Y;) — 1 pour tout r € R}.

k——+o00

(b) Montrer alors que

+o0

Tkn
vr>0, S i ~ ket

n!l  k—+oo

n=1
Partie I1

Dans la suite de ce probléme, on suppose que tous les X, suivent la méme loi de Poisson de

paramétre A > 0.
S, — nA

VX

Pour tout n € N*, onpose : S, =X;+... + X, et T, =

Pour tout z € R, et tout n € N*, on pose

n\)k s
Unal®) = Z (k!) g

On admet que hI_P U s A) = —;—

1. Soit X une variable aléatoire discréte qui suit la loi de Poisson de paramétre .

(a) Rappeler Pespérance de X et sa variance.

(b) Expliciter la fonction génératrice de X et déterminer son rayon de convergence.
2. Soit n € N*,

(a) Expliciter la fonction génératrice G,; de la variable aléatoire S,.

(b) Déduire la loi de S,.

(c) Calculer E(T,) et V(T,,).

3. Montrer que
Ve >0,3c. > 0,Vc > ¢, Vn e N*, P(|Tn| >¢) <e.

4. Montrer que \
Vn € N* Ve >0, P(|S,—nA >ne) < —

5. Déduire que
i. Yz € [0,A, lim P(S, < nz)=0.

n—-+00

ii. Vo €]A,+o0l, lim P(S, <nz)=1.

n—+00



6. Montrer que
lim Um)\(l') =

n—+00

0, si0<z<A
I, sigz> X

7. Applications :

+oo k
. : —nA (n/\) o 1
(a) Montrer que nlj}rﬁme E it
k=|nA]
n +00 k
L load : —nA (n)‘)k E —nA (n)‘)
(b) Déduire ngﬂr_looe kE_O T et ngrfooe 5__ o

Partie II1

Une fonction continue f : Ry — C est dite nulle en dehors d’un segment s'il existe un
segment [a,b] C R tel que f(x) = 0 pour tout z € R\[a, b].
On considére le R-ev défini par

b= { J 1Ry — C, continue et nulle en dehors d’un segment}.

On définit la transformée de Laplace d’une fonction f de E par
+00
Llfiz) = 1 f(t)e ™ dt, z€R.
1. Soit F' le C-ev des fonctions continues sur R & valeurs dans C.
(a) Montre que £ est une application linéaire de E dans F.
(b) Calculer 7Ekrﬂmﬁ(f)(:z:) pour tout f € E.
(c) L’application linéaire L est-elle surjective ?

2. Soit f € E.
Montrer que £(f) est de classe C* sur R et expliciter £(f)™ pour tout n € N.

3. Soient f € E et z > 0. Montrer que

nk z
Jm S COLnOm = [ e

0<k< | nz]

4. Déduire que L est injective sur FE.

5. On se propose de retrouver, autrement, le résultat de la question précédente.
Soit f € E tel que L(f) = 0.

(a) Veérifier que
1
Vn € N, / f(—In(u))u"du = 0.
0

(b) Conclure.



