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Probléeme 1

Notations et définitions

o o O

a 0 _
- On désigne la matrice ( 0 b ) par la notation diag (a, b, ¢). Ainsi, diag(1,1,1) est la matrice -
0 0

identité I3.
- L'espace vectoriel des matrices 3 x 3, noté M3 ([R), est muni du produit scalaire us_ge_lv o 1

3-3
(A,By=tr(*AB) =) 3 a;bi;.
’ i=lj=1

- Onnote || .|| la norme associée : || A[]?= (4, A). .

- On note O3(R) le groupe des matrices orthog'onales, ‘est a dxre les matrlces Me ./ﬂg (R) qu1 véri-
fient: ‘MM = I,.

- Si A€ A4;(R) et P est une partie non vide de /3(R ), la dlstance de Aa P est, par deﬁmtlon

d(AP)= lnfllA BH

- Si P et Q sont deux parties non v1des de Mg (R) la drstance entre P et Q est

“dPQ) = Aeg}’;feQ'llA— Bl

On-a-aussi- (et on 1’admettra) d (P Q) =infye P di (A Q)

1. SiAe @3 (IR), calculer IlA]l B }

2. Démontrer que O3(R) est une partie bornée. En dédu.ire‘:v que @’3(R) est un cydm;p‘ad dé A3(R).
3. Démontrer que l’ap'plicati“oﬁ M 5 | M !I,t‘de M3 (Rj dans R, est continue.

4. Soxt A€ #5(R). Démontrer qu’_ﬂ existe ' 03(R) tel que: d (A,03(R) =|A-Ull.

5. Soit ® I'application de .#3(R) dans R définie par: (M) = d (M,03[R)).

(@) Soient M, N € 4;(®). Démontrer que: YU € O5(R),  d (M,03®) < IN=U|l+IN-Mi
puis que: d (M, 03[R)) < d (N,03(R)) + | N — M| :



{b) En déduire que ® est continue.
6. Soit P un sous-espace vectoriel de .#3(R). Si r e R*, on pose: B, = {M € A R), M| = r}.

(@) Démontrer qu'il existe r > 0 tel que: d (B0O3(R)) = d (P N By, 03(R)).
(b} Démontrer qu'il existe A € P telle que: 4 (P,03(R)) =d (A,03(R)).

7. Soit D = diag(Ay, A2, A3) oi1 les A; sont dans R.

W £
(a) SiU e 03(R), montrer que: |[D-Uj* = lz AS ! —~2{U, D) +3.

3
{b) S8i U €@3(R), montrer que: (U,Dy< > A
i=1
{c) En déduire que: d (D,03(R)) = | D - L.

3

~. On considére la mncuen Gamina définie par

+o0

et

r
!

Jo

I'x)=

1. (a) Montrer que I est définie sur R}.

1
(b) Calculer I'().

o
)
et

Montrer que: I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.

=
(="
Nt

En déduire que: T'(n+ 1) = ni pour tout n €N,

—
)
—t

Soient ¢ et p deux réels strictement positifs. Montrer que

a +00 6
Vx>0, ﬁxﬁf e - lgra|

]

a

Tl
R/
2

2. Soient a et f deux réels strictement positifs et & : R, — C une fonction continue en 0. On
B Lt
suppose qu'il existe xp > 0 tel que la fonction £+ e % t* 1 h(t) soit intégrable sur R}.

{a) Soitn >0. Montrer que pour tout x > xp, ona

IA

S 7
| f e 17 (1) - b)) 1] f e 11 () - h(O)\d1
0 ' 0

+00
3 e—(x—xo)ﬂﬁf e'x"tﬁ t“‘l(th(t)l + |h(0)|)dt'
Ui

(b) Déduire que
+00

lim fx?p f gt t“'lh(t)d_tzl“(%)h(o).
0

X—+00



3. On pose
w()=t-1-In(z), teR].
(a) Vérifier que v est positive sur R}.
(b) Montrer que
L1 . r+oo B
Vx>0, T(x+1)=x"2e*x Ji eV B4y,

0

4. On considére la fonction 1y définie dans la question précédente.

pos

Qo
:5
3

(]

[ Ki(t)=+/w(®), sitell,+oo]
iKz(!)= /w(t), sitelo,l1].

(@ Vériﬁer que K; réalise une bijection croissante de [1, +oo[ sur R, et que K> réalise une
bijection décroissante de |0, 1] sur R;. On note g; (resp. g») la fonction réciproque de K

(resp. K>).
{(b) Montrer que g; est de classe € sur R* et que
~+00 fH0Q &
— {5 H — XU Fe N
Vx>0, j eWdr=| ™ gllwdu.
i Jo
(c) Montrer que g; est de classe €' sur R* et que

1 r+oo 2
Vx>0, f ““”Wczz——j e g (wdu.
1]

5. ({(a)} Etudierla continuité des fonctions H; et H; définies sur R, par

| gD, sit>0 i ‘_{ (), sit>0
Hlm‘{ vz, sit=0 & B = | -V2, sit=0.
(b) En déduire que
lim \/_ V0 gr = /o,
X—=+00

ol y est la fonction définie dans la ques‘uon 3.
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l'"(x+1) ~ V2mx*tie ¥,
X~—+00

(b) Montrer que

Ys>0, xEwax‘s ‘_"_%—;_s) =
Partie I1
On pose
: ﬁ(x,y)=f01 £ H1-0Yldt, x>0,y>0.

1. Montrer que f est bien définie sur R} x R}.

2. Soit (x,y) e R} xR}.



(a) Montrer que: f(x+1,y) = —;—,B(x,y+ 1).

(b) Montrer que: f(x,y+1) =PB(x,y)— plx+1,y).

(c) En déduire que: B(x,y) = x_—;z Bx+1,y).

3. Soit (x,y) € R} xR}. Montrer que .
' Tx) T(x+y+n+l)
Tx+y) Tx+n+1)

VneN, Bxy) = Blx+n+1,y).

4. Pour tout x € R}, on pose
V,x(y=ntBx+n+1,y), yeRi, neN.
(a) Montrer Ique pour tout (x, y) € R} xR} ettoutn€N, ona

1=e7t

T +00 : 3
Blx+n+1,y) =f Radiai - ) ar.
0

(b) Montrer que, pour tout x > 0, la suite de fonctions (¥,x),, ., converge simplement sur
R vers la fonction T

(c) Vérifier que
(n-D(n+1)!

2n+1)!

(d) Lasuite de fonctions (W p,1),,cp cOnverge-t-elle uniformément sur R} ?

VneN*, B(n+2,n) =

5. Etablir que '
F')I'(y)

Y(x,y) eRI xRY, Blx,y) = Ty

6. (a) Montrer que _
E :

Vx>0, PB(x,x)= Zfz 11 -  lde.
0

(b) Montrer que

Vx>0, 2271B(x,x) =p(x %).

(On pourra utiliser, en le justifiant, le changement de variables s = 4t(1 - 1).) .
(c) Endéduire la formule de duplication de Legendre

e 1 1
Vx>0 T@2x) = —==2*"1r(xr(x+=).
(2x) i (x) ( 2)

7. On admet que I est continue sur R}.

(a) Montrer que la fonction: £ — In(I'(7)) est biéh définie et est intégrable sur 0, 1].

(b) Montrer que
1
f In(r(n)de = 220,
0 2

(c) En déduire que

x+1 -
Vx>0, f In(T(8))dt=xIn(x) - x+In(v27r). . ...
X



