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L’épreuve comporte trois pages.
L’étudiant peut utiliser les résultats énoncés dans les questions précédentes; il veillera toutefois & préciser
la référence du résultat utilisé.

Notations et objectif

Tout au long de probléme, n est un élémentyde N*et K désigne le corps R ou le corps C. Pour M € M,, (K),
on note Xy le polynéme caractérigtique de M>et sp(M) son spectre dans K.

Soient m un entier tel que 0 < m,< n, A uft élément de M,, (K), A’ un élément de M,,_,,, (K) et B un
élément de My, 5, (K). On définit, par blocs, danswM,, (K) les deux matrices suivantes :

A |(B . A0
- (SR - (44

Dans ce probléme, on veut établir ’équivalencé entre les deux assertions suivantes :
(i) M est diagonalisable sur K.
(ii) A et A’ sont diagonalisables sur k et il existe Y& M, 4, (K) tel que B = AY — Y A,

On rappelle que pour tous E, E' € M,, (K), F,F' € My n—m(K), GsG = Mp—mm (K) et H H €

Mn~1n (K)7
E|F E|F \_( EE+FG | FF+FH
G|H G'|H ) \ GE'+HG | GF +HH’

I. Préliminaires

1. Soient E et E’' deux éléments de M,, (K) semblables sur K et telles que E’ est diagonalisable sur K.
Montrer que F est diagonalisable sur K.

2. Soient (a,b,c) e K3 et T = (g (b:)

(a) Montrer que si a # b, alors T est diagonalisable sur K.
(b) Lorsque a = b, déterminer ¢ pour que 7" soit diagonalisable sur K.
(¢) Trouver deux matrices de M3 (K) non semblables sur K et ayant méme polynéme caractéristique.

3. Soient C et C’ deux éléments de M, (K) diagonalisables sur K et telles que x» = X . Montrer que
C et C' sont semblables sur K.



II. L’implication (ii) = (i)

B

. Soit Y € My p—m (K) et P = Im x .
0 | Inm

(a) Justifier que P est inversible. Déterminer 'élément X de My, —m (K) vérifiant P! = ( 16" IX ) .

(b) Calculer P"'NP. En déduire que si B = AY — Y A/, alors M et N sont semblables.
Ak 0
0 | (4)°

ot

(a) Montrer que pour tout k € N, N* = (
QU | o )
N) = .

(b) Montrer que N est diagonalisable sur K si, et seulement si, A et A’ sont diagonalisables sur K.
(c) Montrer que si M est diagonalisable sur K, alors A et A’ sont diagonalisables sur K.

). En déduire que pour tout @ € K [X],

6. Démontrer U'implication (i1) = (4).

7. Eléments propres de M : On suppose que A et A’ sont diagonalisables sur K et qu’il existe ¥ dans
Moy nem (K) tel que 8= A¥Y Y A’ . Enfin, on considére (U;)i<i<m (resp (V})i<j<n-m ) une base
de M1 (K) ( resp M, 4m 2(K) ) formée par des vecteurs propres de A ( resp 4’ ).

(a) Justifier que x;; = xn et queSp(M) = sp(A) U sp(A’).

(b) Montrer que pour tout ¢ €{1, ..., m},( lé’ ) % Zl- , ©stun vecteur propre de M.
(c) Montrer que pour tout j € {1,...,28— m}, <—:§~YL) % ;n - est un vecteur propre de M.

(d) Déterminer alors une base de M,, ; (K) formée par des vecteurs propres de M.

III. L’implicationd(1) =(ii)

Pour U et V dans M, (K), on note ®y v 'endomorphisme de M4(K) défini pax

Pyyv (X)=UX - XV, pour tout X ¢ M, (K).

X | X1
X = (S Lok
( X21 | X222 )

avec X11 € My, (K), X12 € My nem (K), Xo1 € Mp_mm (K) et X33 € My,_rm (K). On note alors

Si X est dans M, (K), on pose :

T (X) = ( XZ,I I Xz)z )
Il est clair que 7 est une application linéaire de M, (K) dans M,_n, , (K).
8. (a) Justifier que si X = ( Xé’l X(l)'z ), alors @y v (X) = Oy N (X).
(b) En déduire que ker 7 Nker & n = ker 7 Nker &7 n.

S Xia | Xip 0 0 )
9. (a) Montrer que si ( o1 | Xos ) € ker @y v, alors ( oy | X ) € ker &y .




(b) En déduire que 7 (ker ®p7,n5) C 7 (ker @ n).
10. Soit U dans M,, (K), @ dans GL, (K) et V = QUQ!.

(a) Montrer que P’application ¥ : X ~ QX est un automorphisme du K-espace vectoriel M, (K);
déterminer sa réciproque ¥ 1.

(b) Etablir que W (ker ®yy) = ker &y v.
11. On suppose M et N semblables sur K.

(a) Vérifier que ( g _IO ) €Eker @y n.
n—m

(b) Justifier que dim (ker @7, n) = dim (ker @y v).

(¢) En considérant les restrictions de 7 sur ker ® M,~ et ker @, montrer que
7 (ker®prn) =7 (ker &y ) .

(d) Montrer que ( 0 | —In—m ) € 7 (ker &pr n)
(e) En déduire qu'il existe Y dans M, ., (K) tel que : B = AY — Y A’,

12. Démontrer ]’nny 5 (42).
Fin de Pénoncé.






