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Epreuve : MATHEMATIQUES II
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L’épreuve comporte deux pages.
Le sujet est composé de deux exercices indépendants.

Exercice 1

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n/€ N* (od K = R ou C). £(E) désigne le K-espace vectoriel
formé par les endomorphismes de E. Ou pose

GL(E)={f € L(E) | f estbijéetiff et SL(E) = {fe L(E) | detf=1}
1. Montrer que (GL(E), o) est un groupe et queSL(FE) est un sous-groupe de GL(E).

2. Dans cette question uniquement, on suppose que n est impair et K = R. Montrer que 'application
¢: R*xSL(E) — GL(E) est un isomorphisme de groupes.
(A, u) —  A-u

3. Soit G un sous-groupe de GL(F) vérifiant
W =1Id, YueG
ol Id désigne I'identité de E.

(a) Verifier que G est abélien.

(b) Montrer que pour tout u € G, u est diagonalisable et que sp(u) C {-1,1}.

(c) Montrer que si u € G\ {Id}, alors sp(u) = {~1,1} et E = E_; (u) ® E; (u).
(d) Montrer qu’il existe une base B de E telle que pour tout v € G,

Matp (v) € {diag(e1, - -en) E Mn (K) | e =1,Vie{l, - n}}

On pourra raisonner par récurrence sur n en étudiant les deux cas G C {+Id} et G € {£Id}.
(e) Déduire que Card(G) < 2™.



Exercice 2

Soient p € N*, f un endomorphisme de C? et x; (z) = det (z.Id — f) son polynoéme caractéristique, ot Id
désigne l'identité de CP. On pose

k
* xs(z)= zHl (z — A)™, ot les \; sont les valeurs propres distinctes de f de multiplicités respectives a;.

k
e ¢j(z) = [] (z — X)* pour tout j € {1,- -, k}.
e
o N; = ker(f — X;.1d)* pour tout j € {1,-- -, k}.
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1. Montrer que C? =
3

N;.
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2. (a) Montrer qu'il existe des polynomes 7y, - -, 7 de C[X] tels que Y r;g; = 1.
i=1
(b) Pour tout j € {1,---,k}, on pose I; = (r;¢;) (f). Montrer que

O+ + = Id

3. Soit m et n deux entiers diStincts appartenant a {1,-- -, k}.

(a) Montrer que pouf tout v € Ny, II,, (v) = 0.
(b) Montrer que pour tout v € N, I, (v) = v.

k
(c) Déduire que pour tout g € {1,%. -, k}, II; est la projection sur, N; parallelement & @ N;.
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4. Montrer que 'endomorphisme d = XgIT; + -+« + Agll est diagonalisable.

5. On pose n = f —d.

(a) Soit j € {1,---,k}. Montrer que pour tout v & Ngn*(v) = 0.

(b) En déduire que ’endomorphisme n est nilpoterit.
6. Soit d’ un endomorphisme diagonalisable de CP qui commuteavec fi

(a) Montrer que d’ laisse stable N, pour tout j € {1, - -, k}.

(b) En déduire qu’il existe une base de CP formée par des vecteurs propres & la fois de d et d’.

7. Montrer que pour tout endomorphisme f de CP, il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes
de CP tel que

d est diagonalisable , n est nilpotent , don=nod et f=d+n

8. En déduire que pour toute matrice A € M,(C), il existe un unique couple (D, N) de matrices appar-
tenant & M,(C) tel que

D est diagonalisable , N est nilpotente , DN =ND et A=D+ N

Fin de P’énoncé.





