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Exercice

On définit
+oe

e—t
o £:= {f 10, +00[— R continue sur R, tel que f2(t)——t-—dt converge .
s :
e pour tout n € N*, p, : RS — R ot Pon a p,,(t) = t".

On rappelle

e la formule de stirlingfyn! ~ n"e™"v2mn.
n—-+0oo

e Si (E, N) est unéspace vectoriel normé, A C F et x € E, la distance de x a A est définie
par : d(z, A) = irélfle(a — &))"
On admet que »

+o0 ’
/ the~tdt =n!, VneN.
0

it
1. (a) Soient f,g € E. Montrer queladfonction : ¢ — f (t)g(t)—et— est intégrable sur R%.
(b) En déduire que E est un R-espace vectoriel.

400

1
Tt .\ 3
2. Montrer que application N, : f — ( fz(t)%dt) est une norme sur F.

0
3. (a) Montrer que pour tout n € N*, p, € E.

On considére alors, le sous-espace vectoriel Fide E défini par
F= Vect{pn, n € N*}.

(b) Justifier que Ny et Ny : P — sup

teRy

(c) Calculer pour tout n € N*, Ny (py).

P(t)e™| définissent deux normes sur F.

(d) Les normes N, et N, sont-elles équivalentes sur F'?

Dans toute la suite, on fixe m € N* et on pose

+o0 et
Ty == {f € E: f(t)pm(t)Tdt = O} .

Jo
Soit

p:FE — R
+o00 ~t

f o FOpm(t) .

0



>

. Montrer que H,, est un hyperplan de F et que : ' = H,, ® Vect (pm)

5. (a) Soit H un sous-espace vectoriel de E. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de

E.
(b) En déduire que H,, est soit fermé soit dense dans E.
6. (a) Montrer que, pour tout f € F, on a : {go(f)‘ < No(pm) Nao(f)-
(b) En déduire que H,, est un fermé de E.
)

le(f)l
a) Montrer que : sup = No(Dim)
( - rer\oy Na(f) t{fi)

el letew)]
(b) Montrer que : fesg\lio} ()~ dlom Hor)

Indication : On pourra remarquer que si f € E, alors il existe A € R et h € H,, tels
que : f = Apm + h.

=1

(¢) En déduiréque :

Partie 1

A(ps Hm) = Na(pm) = /(2m — D)L

Pour tout n € N* et toutye € R\Z* gon, pose

fn(x) b . !

= + :
r+n T—n
1. Montrer que la série de fonctions E fn gonverge simplement sur R\Z*.
n>1

On pose alors _
+o00

F(z) =) fa(z), #<R\Z
n=1

2. Montrer que pour tout x € R\Z, on a

1 1
. F 1)=F — .
i. F(z+1) (:v)+m ror

T z+1 2
1. 2F =F[ — F )
i (x) <2)+ ( 5 )+$+1

3. Montrer que F est de classe C! sur | — 1, 1[.

4. On consideére la fonction ¢ définie par

1

F(x) 4+ — —mcot(nz), siz € R\Z
T

0, ‘slx € Z.

g(z) =

(a) Vérifier que g est 1-périodique.

1 2
(b) Veérifier que : — — 7 cot(mx) 2 -Tr—as
4 T

(¢) Montrer que g est continue sur R.



(d) Montrer que

Vz € R, Qg(x);g<-§) +g(x;1)

Indication : on pourra distinguer les cas © € R\Z et = € Z.

5. (a) Justifier I'existence d’un réel zo € [0, 1] tel que : |g(zo)| = sup|g(x)|.
z€R

(b) Montrer que

2
¥n €N, ‘9(5,%) = |g(wo)|
(c) En déduire que g est la fonction nulle.
6. (a) Etablir que
1 ¥ 2
Vz € R\Z t(rz) — == ) ——.
z € R\Z, mcot(mz) - ;:32——712
+o0 1 71_2
(b) En utilisant la question 4-b, déduire que : S g
n

n=1
7. Soit u un Téel de l’intervalle ]0, 1].
2

(a) Montrer que la série Z an. -4

2 2
n T
n>1

(b) Calculer l'intégrale. : / (% — cot(m:)) dz.
0
(¢) En déduire que
3 (sm nu)) Zl (1 B _)

Pour tout z > 0 et tout n € N*, on pose

converge uniformément sur [0, u|.

Partie IT

nn!

Frlx) = P P | et gn(z) =W (Cari(z)) — In (Tn(z)).

1. Vérifier que

V$>O,VNGN; gn(x)” xln(l n+1) hl( n-—f—l)

2. Montrer que la série de fonctions E gn converge simplement sur R% . On pose
n>1

+o00
= Zgn(x), Yz > 0.
n=1

3. En déduire que la suite de fonctions (Fn) e

converge simplement sur R* vers une fonction
I' et que

Vo >0, Dg)= _——



4. (a) Veérifier que, pour tout n € N*, g/, est croissante et positive sur R .
(b) Montrer que G est de classe C' sur R*.
(c) En déduire que I est de classe C* sur R?,.

5. Soit z € RY.

(a) Vérifier que

VneN, Tu(z+1)= }ZTn;TEF“(“")‘
(b) En déduire que : I'(z + 1) = zT'(z).
6. Soit z €]0, 1[.
(a) Vérifier que
Vn € N*, To(2)ln(l—z) = i .

(b) En dé

(c¢) Calculer alors % /






