UNIVERSITE DE SFAX Année universitaire: 2023/2024
* Kk Kk Kk *
Institut Préparatoire aux Etudes
d’Ingénieurs de Sfax

Devoir de contréle d’Algébre N°2
Section: MP 2

Durée: 2h Date: Mars 2024 Nbre de pages: 2
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par la suite, méme s'il n'a pas été démoniré.

Rappels et notations

Dans ce probléme, p désigne un entier naturel supérieur ou égal 3 2. Pour toute matrice A une matrice de M,(R),
on note sp(A) 1 ensemble des valeurs propres de A et ir(A4) la trace de A. On définit également 1 exponentielle de A par
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Par ailleurs, on désigne par S,(R) 1’ensemble des matrices symétriques réelles de M,(R) et par

ST (R) = {M € S,(R)| sp(M) C R} }.
Enfin, on note (,(R) 1 ensemble des matrices orthogonales de M, (R).
Partie I : Série entiére en une matrice carrée

Pour toute matrice A de Mp(R), on définit ||Alf = /Er(*A4).
1. (a) Onnote 4 = (@)1, i< | une matrice de M,(R).

Vérifier que [|A]|? = ZZ@W

4l je=l
(b) Montrer que || . || définit une norme sur M,(R).
(c) Montrer que, pour toutes matrices 4, B € M,(R), |[AB] < 4]l Bl ;
(d) En déduire que, pour toute matrice A € M,(R) et pour tout entier & € N*, A*) < JJA}l*.

Dans la suite, on munit M,(R) de la norme || . || définie au préalable.

Jusqu’a la fin de cette partie, on fixe A une matrice de Mp(R), et on note I14 le polyndme minimal de 4 de
degré d € N*. En outre, on désigne par R[A] = {Q(A4)] Q@ € R[X]} le sous-espace vectoriel de M,(R) formé par les
matrices qui s "écrivent sous la forme d “un polynéme en A.

2. (a) Montrer que lIa famille (I, 4, ..., A%"?) est une base de R[4}, puis déduire la dimension de R[A].

(b) En déduire que, pour toute matrice M de R[A], il existe un unique polynoéme R de degré strictement inférieur
d tel que M = R(A).

(c) Justifier briévement que R[A] est un fermé de Mp(R).

3. Dans cette question, on se donne une série entiére 3 coefficients réels Z a., =" de rayon de convergence r €]0, +o0].
On suppose de plus que ||4] <.

{a) Montrer que la série matricielle Z an A" converge.

{b) Montrer qu’il existe un unique polynéme R de degré strictement inféricur d tel que Z an A" = R({4A).

n=0

Partie IT : Une identité trigonmétrique matricielle
On fixe A une matrice de M,(IR), et on note I14 le polyndéme minimal de A de degré d € N*. On définit les matrices
carrées de Mp(R) suivantes :
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cos(A) = z( ~1)" (2 )' et sin(A4) = Z ~1)" BrET
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1. Justifier 1existence et 1"unicité de deux polynémes @ et R de deéré strictement inférieur d tels que cos(A4) = @(A)
et sin{A) = R(A). En déduire que les matrices sin(A) et cos(A) commutent.

2. On note @ : R —» M,(R) ; z+—3 cos®(zA) + sin®(zA).
(a) Montrer que la fonctions vectorielle z +—+ cos(xA) est dérivable sur R, et que % cos{zA) = —Asin(z4),
pour tout £ € R. On admettra de méme que la fonction z — sin(zA) est dérivable sur R et que sa dérivée
gi sin{zA) = Acos(zA), pour toul z € R.
{b) Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R et que sa dérivée est nulle.
(c) En déduire que cos?(A) + sin*(A) = I,.
Partie ITI : Quelques propriétés préliminaires
1. On note D = diag(A1,...,Ap) 0t Aq,..., A, sont des nombres réels.
Montrer que e? = diag(e™t,...,e).
2. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que A = P™'BP, oii P est une matrice de M, (R) inversible.
Montrer que e? = P~ &% P,
3. Soit A une matrice de S,(R).
{a) On note Ai,..., A\, les valeurs propres de A.

»
Meontrer, 4 1aide du théoréme spectral, que ||Al|? = Z )? et en déduire que, pour tout 1 < & < p, |Ax} < JJA|l.
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(b) Onnote x4 = H(X — )™, avec A1, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de A d”ordres de mulplicité
k=1
respectifs mi,...,m,.

Montrer que e* € S (R) ‘et que sp(e?) = {e, ..., e }. Comparer les ordres de multiplicité de Ag et e,
pour chaque k € {1,...,7}
{c) Solent A € R et V € M, 1(R) tels que AV = XV. Montrer que eV = ¢*V.
(d) Montrer que, pour tout réel A, ker(A — ) I,) = ker(e” — * I,).
4. Soit M une matrice de S7 T(R).
Justifier qu il existe P € Op(R) et des réels A1, v A, tels que M = *P diag(e,...,e*) P.
Partie IV : Logarithme d ‘une matrice symétrique définie positive
1. On se propose de prouver que I application
exp : Sp(R) — STHR) ; Ar— et
est bijective.

(a) Montrer que exp est surjective.

(b) Soient A et B deux matrices de S,(R) telles que e? = e,
i. Montrer que, pour tout réel X, ker(A — X I) = ker(B — A I,}.
ii. En déduire que A = B.

La fonction réciproque de exp sera notée
log : S; T(R) —> Sp(R) ; A+ log(A).

2. Soit A une matrice de S} +(R). On note et Ai,..., A, € RY. les valeurs propres de A.

(2) Démontrer qu’il existe P € O,(R) telle que

log(A) = ‘P diag(n(M1),...,In(A)) P et A= P diag(}1,...,Ap) P.

(b) En déduire que A™" € S} *(R) et que log(A™!) = —log(A).
3. Soient A et B deux matrices de S *(R) qui commutent.

(a) Démontrer qu’il existe P € O,(R) et des réels strictement positifs a1,. .. ,op et By, ..., By tels que

A= 'P diag(ca,...,ap) P et B= ‘P diag(Bi,...,5:) P.

(b) En déduire que AB € S} T(R) et que log(AB) = log(A) + log(B).
4. On fixe A une matrice de Sp(R) telle que [[A]] < 1. On note d le degré du polyndme minimal de A.

(a) Montrer que I, — A € §FH(R).

(b) Montrer rigoureusement que log(l, — A) = — i »;;

n=1

{c) En déduire qu’il existe un unigue polynéme R de degré strictement inférieur 4 d tel que log(l, — A) = R(A).
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