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Probléme.
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- 0 7

dt et 'application g(t) = f
0

: L . A SInlL)
1. Soit I'application F définie sur R, par F(x) = f ——t-—e dat
0
(a) Montrer que F est bien définie et de classe C sur R et trouver F
(b) Déduire qu'il existe ¢ € R tel que F(x)'= —arctan(x) + ¢ pour tout x >0
2. (a) Vérifier la convergence de I'intégrale I.
+00
(b) Montrer que pour tout x >0, F(x) = I +f xe ' g(n)dt.
0
(c) Déduire que I estlalimite de F en 0.
3. Déduire alors al’aide de théoréme de convergence dominée la valeur de /.

Partie Il .
T eit

Pour T >0et neN*, on pose I(T) = f dt et la fonction définie sur R par

T eiwl
T dat.
fr [T1+it

T (1+i)"

1. (a) Montrer que fr est de classe C' sur R et que:

sin(Tw)

VweR* frl) + frw) =2

(b) Calculer la dérivé de la fonction w — e” fr(w) et déduire que :

frw)=2 (arctan(T) +f eeﬂn—g—e)de) e
0
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(a) Montrer al’aide d'une intégration par parties que :
sin(T0)

Yw >0, hmf (e -1)

T—+00

dg=0

(O T
(b) Utiliser la partie (I) pour calculer lim i,

T—+oc0 Jg

do, pour w € R}.

(c) Déduire que pourw >0, lim fr(w)=2me ™.
T—+o00
e’ e’ 2i
3. (a) Vérifierquepour T>0ona: = = sin(T — narctan(T
(a) quep A+iT)" A=iD)" (14123 ( (T).
(b) Montrer pour tout n € N* et T >0 que:
2sin(T —narctan(7)) 1
Inv+1(T):"‘ 7 +_In(T)
n(l+7T?)z n
+00 it
(c) Montrer alorsla convergence de I'intégrale f arin” dt pour n =2 et le calculer.
— 1
PartieIII.

On considere I’équation différentielle (E): ty"(t) + y’ (H+ty()=0

-1*
Calculer le rayon de convergence de la série entiere Z : ( ’))2
nzo0 7

2n
(—2—) . On note Jy sa somme.

Montrer que J, vérifie I'équation (E) sur R et calculer J,(0) et ]é) (0).

2n 2n
Montrer que f ' 150 g - f cos(tsin())d@ pour ¢ € R.
0 0
1 27 . .
. En développant le cosinus en série entiére ,Montrer que Jo(t) = — f 15 gg
4 . 2 ﬂ ( p)‘ " < s
On admettra le résultat suivante pour p € N : sm(B) GLE > 22’ Intégral de Wallis
0

+00

. Montrer que f e %9"do =n!, pour n20.

0

+00

1
. Montrer alors que pour tout € > 0, f e t]o(ndt = é—e“ftl?.
€

0
On admettra pour la suite que cette formule reste vraie pour € € C a partie réelle >0.

t oo (_i)ﬂ 2n
Soit I'application J; () = - Z —_ (—) somme d’une série entiére définie sur R.
2 =onlln+ 1112
2
(a) Endéveloppant en série e”70+9 et en intégrant terme a terme ,montrer al'aide de Partie

(ID que:
ds
i R 1+ls) 41+zs)
ht)= [ 1152
(b) Pour a,bERi;a;ﬁb,Montrerque:
e 1 si b>a
b [ h@noo={y 5 poe





