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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements enireront
pour une part importante dans l’appréciation des copies. Il est rappelé que tout résultat fourni dans
l’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été démoniré.

Le sujet s “étale sur trois pages. Il est composé d “un ezercice portant sur les structures algébriques
et d ‘un probléme ayant pour objectif | “étude des valeurs co-propres d “une matrice carrée compleze. Il
est rappelé que | “usage des calculettes scientifiques n “est pas autorisé.

Exercice : Caractéristique d “un anneau

Soit (A,+, x) un anneau non nul de neutre 04 et d unité 14.
On pose
f 1 Z — A
k — k. 1a.
1. Question préliminaire :
Montrer que les idéaux d "un corps K sont {0x} et K.
2. (a) Vérifier que f est un morphisme d anneaux.

(b) Justifier qu’il existe un unique entier naturel n différent de 1, tel que ker f = nZ.

Cet entier n est appelé caractéristique de |’anneau A et se note c(A).
3. Justifier que tout anneau de caractéristique nulle est infini.
4. Dans cette question uniquement, on suppose ¢(A4) := n # 0.
(a) Montrer que 1’ordre de 14 dans le groupe additif (A4, +) vaut n.
(b) Montrer que, pour tout x € A, n = 04, puis déduire que 1 ordre de = dans le groupe
additif (4, +) divise n.
(c) Montrer que si A est un anneau intégre, alors n = 0 ou n est un nombre premier.
(d) Montrer que si B est un sous-anneau de A, alors ¢(B) = c¢(4) = n.
5. Soient (B, +, X} un anneau non nul et g : A — B est un morphsime d’anneaux.
(a) Montrer que ¢(B) divise c¢(4).
(b) On suppose de plus, dans cette question, que A et B sont deux corps de caractéristique non
nulle.
i. Justifier que g est une application injective.
ii. Montrer que ¢(A) = ¢(B). ,
6. Soit (B,+,x) un anneau non nul. On suppose dans cette question que A et B sont de
caractéristique non nulle.

Démontrer que ¢(A x B) = ¢(A) V ¢(B).



:Probléme : Ktude des valeurs co-propres d “une matrice carrée complexe

/ Notations et définitions :

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 2. Dans tout ce probléme, on identifie entre C* et My 1(C).
T T
¢ Pour tout vecteur X = | : | € C", on désigne par X =] : |, son vecteur conjugué.
Ty : Tn
¢ Pour toute matrice A = (akj)1<kj<n € Mn(C), on désigne par A = (ak;)1<k,j<n S matrice
conjuguée. .
¢ Etant donnée une matrice carrée A de M, (C), un nombre complexe y est dit valeur co-propre
de A s’il existe un vecteur non nul X € C™ vérifiant la relation ci-dessous :

AX = uX.

X est dit vecteur co-propre associé a la valeur co-propre .
¢ Etant données deux matrices carrées complexes A et B de M,,(C), les deux matrices A et B

sont dites co-semblables. s'il existe une matrice S € GL,(C) telle que la relation B = SAS™
soit vérifiée.

o Etant données deux matrices carrées complexes A et B de M,,(C), S une matrice inversible
de M,(C), et un vecteur X de C", les candidats sont invités & utiliser sans justification les
résultats de calcul suivants :

AB=A.B ; BX=B

= __ &1

.X. et S 1=9

1. Questions préliminaires :
(a) Soient X et Y deux vecteurs de C™ tels que X soit non nul.
Montrer la famille (X,Y") est liée de C™ si, et seulement si, il existe un nombre complexe o
tel que Y = aX.
Ce résultat persiste-t-il si on ne supposait plus X non nul ?
(b) Soient A une matrice de M,(C) et X un vecteur de C™.
Montrer que si X est un vecteur co-propre de A, alors il est associé & une seule valeur
co-propre.
(c) Soient A une matrice de Mp(C) et p un nombre complexe.
Montrer que si u est une valeur co-propre de A, alors i est une valeur co-propre de A.
(d) Soient A une matrice de My(C), & un nombre complexe et X un vecteur de C".
Montrer que si AX = pX, alors AAX = |u|2X.
2. Premiéres propriétés :
Soient A une matrice de M, (C).

(a) On suppose que le nombre complexe u est une valeur co-propre de A et X € C™ un vecteur

co-propre associé. Calculer A et X pour tout réel §. Déduire que le nombre complexe pe
est encore valeur co-propre de A, pour tout réel 6.

(b) En déduire que si p est une valeur co-propre de A, alors |u| est encore valeur co-propre de
A.

(c) Etant donnée une valeur co-propre u de A, on définit | “ensemble E, par
E, = {X € C"| AX = uX}.

Est-ce que l'ensemble E,; est un sous-espace vectoriel complexe de C™?

o



3. Exemples :

0

(a) Veérifier que 1’ensemble des valeurs co-propres de A = ( _1) est vide.

1 0

(b) Montrer que si une matrice A est réelle et admet une valeur propre réelle A, alors A est une
valeur co-propre de A.

4. Correspondance entre les valeurs co-propres de la matrice A et les valeurs propres

de la matrice AA :

Soit A une matrice de M, (C).

(a) Montrer que si le scalaire y est une valeur co-propre de la matrice A, le nombre réel [uf?
est une valeur propre de la matrice AA.

(b) Soit A une valeur propre positive ou nulle (A > 0) de la matrice A4 et X un vecteur propre
associé : AAX = AX. Démontrer que le réel \/— A est une valeur co-propre de la matrice A
en envisageant les deux cas suivants :

i. les vecteurs A.X et X sont liés;
ii. les vecteurs A.X et X sont linéairement indépendant.
(c) En déduire que pour que le réel positif ou nul u soit valeur co-propre de la matrice A, il
faut et il suffit que le réel p? soit valeur propre de la matrice AA.
. Indépendance des vecteurs co-propres :
Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n, soient X3, X, ..., Xi, k vecteurs co-propres de
la matrice A associées & des valeurs co-propres i, [2,..., ik ; 'entier k est inférieur ou égal &
Ventier n (k < n). :
Démontrer que, si les valeurs co-propres iy, p =1, 2,..., k ont des modules différents les uns
des autres (p # ¢ = |up| # |pql), alors la famille (X3, X3, ..., Xi) est libre de C".
. Cas d’une matrice triangulaire :
Dans cette question, la matrice A = (ag;)i<k,j<n € Mn(C) est une matrice triangulaire.

(a) Rappeler les valeurs propres de A. Ecrire les valeurs propres de A4 en fonction de celles de
A.

(b) Démontrer que si A est une valeur propre de la matrice A, alors pour tout réel 6, le nombre
complexe Ae® est une valeur co-propre de la matrice A.

(c) Démontrer que si u est une valeur co-propre de la matrice A, il existe un réel 8 tel que le
nombre complexe pe® soit valeur propre de la matrice A.

. Une relation d’équivalence :

Etant données deux matrices carrées complexes A et B d’ordre n, ces matrices sont dites
satisfaire la relation = si et seulement si ces deux matrices sont co-semblables :

A~ B+=>38€GLy(C) : B=SAS "

(a) Montrer que la relation = est une relation d’équivalence dans M, (C).
(b) Montrer que deux matrices co-semblables ont les mémes valeurs co-propres.

8. Caractérisation des matrices co-semblables & I,

(a) Pour une matrice S de GL,(C), on pose A = 8.5". Calculer la matrice produit A.4.
(b) Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n telle que A.A = I,.

Montrer qu'il existe au moins un réel § tel que la matrice S(8) = e A + e ¥I,, soit
inversible.

Calculer en donnant au réel 6 cette valeur, la matrice A.S(0) puis déduire la matrice
5(6)50) "

FIN DU PROBLEME
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