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Devoir de controle n°1: Mathématique I.

Exercice . .
Soit E = R[X]. On définit pour tout P € E,

1
Neo (P) = sup |P (t)] et Ni(P)=sup|by(P)|, oub,(P)= / t* P (t) dt.
tef0,1] keN 0

1. (a) Justifier Uezistence de Ny, (P) et Ny (P) pour tout P € E.
(b) Montrer que Ny, et Ny sont des normes sur E.
(¢) N1 et N, sont-elles équivalentes ?

Dans toute la suite, on munit E de la norme N, .

2. Soit ¢ : E — R une forme linéaire sur E vérifiant la propriété suivante:
F(Po)pen C E tels que Ng (P,) #1 et lim ¢(P,) = +oc. (¥)
n—-+00

on pose

H = ker (@) =P E o (BR) = 0}.
(a) Soit (P,),cxn une suite vérifiant (x). Montrer qu'il eviste Q € E et ng € N tels que

e,
o (Py)

(b) Déterminer la limite de la suite (@n)p>n, - En déduire que H n'est pas un fermé de E.

VnZTlo, Qn: “QEH-

3. SoitD={PeE|P(1)=0}
(a) En utilisant ce qui précéde, montrer que D n’est pas un fermé de E.

tn
(b) Soit Q € E. Vérifier que pourn € N*, Q, (t) = Q(t) — — Q' (1) € D .En déduire que D est une
n
partie dense dans E.

Probléme
Partie T

1
1. Montrer que la suite (,,),,cx. définie par v, = —In(n) + 3. + bour tout n € N*, est
k=1

convergente. On note v sa limite.

(ind. On pourrait commencer par chercher un égquivalent simple de 7y, —v,_; )



NS

co

o

1 1
. Montrer que (— —In (1 + 5)) est convergente de somme 7.
n

n>1

Partie IT
+o00 1 1
On pose pour toutn> 1, r, = > [=-In{14+=]].
k=n-+1 k k
1 1 . 1
Vérifier que — — —— En déduire un équivalent simple de r,.

kE k+1 k——-—sJ»oo k2

Ftudier la nature des séries suwantes: )

(@) 3 Tn (¢)2 1

n>1 n>2

( T (c) 2 (=1) '"n

n>1

k+1t _ [t]

(a) Soit k € N*. Calculer I, = / dt, ou [t] désigne la partie entiére de t.
k

~‘root . t
(b) Montrer que / t2[]
1

Partie 111

+o0 —t
(a) Soit x > 0. Justifier l'ezistence de R (z) = / € _at.

t
(b) Montrer que R est de classe C* sur |0, 4+-oc| et calculer R' (z) pour tout z > 0.

(a) Montrer que R(:E) ~ —In(z).

+00 ,—t - +oo —t e %
(b) Montrer que/ Tdt %—- ~/ ——-—-dt En déduire que R(:I:) ~ —

T oo T
(c) Montrer que R est intégrable sur |0, +oo[ et que / &z)dz = 1.
0
Soit a >0 et 8> 0.

(a) Soit ¢ > 0.

+oo —at

+o00 et +oo e
1. Montrer que / dt converge et / 7 b = / —du = R(a¢).
e U

€ &

+o00 e—ot _ =58t +oo p—at e Bt Be e U
2. En déduire que / —~——t——dt converge et / —t_dt & / —du.
€ & Q&g U

&

Perg 3
(b) Montrer, a 'aide d’un encadrement, que lim & du=ln (—~) .
o

e=0F o U

+00 ,—~at —pBt
e h
(c) En déduire que / ———t—————~dt converge et déterminer sa valeur.
0

Partie IV
On désigne par ¢ la fonction définie sur | — oo, 1[ par
1 1
ST gihoAD
o(t) = 11§ In(1-1)



9. (a) Montrer que ¢ est continue sur ] — oo, 1.

1 1
(b) Montrer que /0 @ (t)dt converge. On note J = / @ (t) dt.

0
+o00 e U 1—e™
10. Montrer que J = / h(u)du, ot h(u) =1-—
g 1= U
(ind. on pourra effectuer le changement de variable u = —1In (1 ~t) )

Pour tout n € N*, on pose ¥, : |0, +oo[— R : t — h(t) e ™.

11. Soit n € N*. Montrer que U,, est intégrable sur |0, +oo[ et que

“+00
/ \Iln(t)dt:—l——ln(n+1).
0 n n

(a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que

‘oo T —t
/ > () - C _h()dt
0 el 1—-¢

<

n+1

(b) En déduire que J = .

*kk






