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Probléme.

Notations et définitions :
- On munit M,, ;(R) de son produit scalaire canonique (X,Y )= XY, pour tous X,Y € M, (R),
et de sa norme euclidienne canonique associée || ||.

- On note, pour tout réel 8, R(§) = (Zﬁjg ;2;“09) et J = (? Bl) ;

- On désigne par M,,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 1, Sp(R) 'ensemble des matrices
symétriques d’ordre n, et A,(R) I'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

- On note O, (R) 'ensemble des matrices orthogonales et SO, (R) I'ensemble des matrices orthogonales
positives.

- Pour toute matrice A de M,(R), on note Sp(A4) le spectre réel de A.

- On rappelle que deux matrices A et B de M (R) sont dites orthogonalernent semblables il
existe une matrice P de O, (R) telle que A = PBP-1L,

X ME
- Pour toute matrice M € M,(R), on note exp(A/) = Z o
k=0

Les candidats sont, invités & utiliser les résultats suivants sans démonstration

v

Papplication exp est continue sur M, (R).

v

d
L’application s ~— exp(sA) est dérivable sur R, et pour tout s € R, Zf(exp( sA)) = Aexp(sA).
s

> Si A et B sont deux matrices de M, (R) qui commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

> On rappelle également que exp(0,,) = 7,,.

v

Pour tout P € GL(R) et pour tout A € M, (R), exp(PMP~1) = Pexp(M)P~.

v

det(exp(4)) = "4,

- L’objet du probleme est d’tablir I'égalité suivante :

exp(An(R)) = SO, (R),

et d’en déduire une application.




Partie I- Etude du cas n =2
1. Montrer que A2(R) = {6 J| 6§ € R}.
2. Montrer que SO5(R) = {R(6)| 6 € R}.
3. Montrer que Ska(R) est connexe par arcs de My(R).

4. (a) Calculer J?* et J?*t1 pour tout entier naturel k.

(b) Montrer que exp(6 J) = R(6), pour tout 6 € R.
5. Montrer que exp(A3(R)) = SO2(R).
Partie II- Une caractérisation d’une matrice antisymétrique
L. Montrer que M,(R) = §,,(R) & A,(R).
2. Soit S € S,(R).
(a) Montrer que si Sp(S) = {0}. alors S est nulle.
(b) On suppose que, pour tout V € M, 1(R), (SV, V) = 0.
Montrer que S est nulle.

3. (a) Montrer que si A est une matrice de A,(R), alors pour tout V € M, (R), (AV,V) =0.
(b) Soit A une matrice de M,(R) telle que pour tout V € M, ;(R), (AV,V) = 0.

En utilisant une décomposition de la matrice 4, établir de ce qui précéde que A € A,(R).

Partie III- L’inclusion exp(A,(R)) C SO, (R).
Soit A € My (R).

1. Montrer que det(O,(R)) = {-1,1}. O,(R) est-il connexe par arcs de M, (R)?
2. Montrer que 'exp(A) = exp( 'A).

3. En déduire que si A € A,(R), alors exp(A4) € O,(R).

4. Montrer alors I'inclusion exp(A,(R)) C SO, (R).

Partie I'V- Réduction des matrices antisymétriques

Dans cette partie, on fixe A une matrice de A, (R).
1. Vérifier que Sp(A) C {0}. On pourra utiliser II-3.a
2. On note f 'endomorphisme de M, ;1(R) défini par f(z) = Az, pour tout z € M,, ;(R).

(a) Montrer que, pour tous z,y € M1 (R), (f(z),y) = —(z. f(y))-

(b) Soient F' un sous-espace vectoriel non réduit a {051} de My, 1(R), stable par f, et Br
une base orthonormale de F. On note fr I'endomorphisme induit par f sur F.

i. Montrer que F'- est stable par f.
ii. Montrer que la matrice de fr selon By est une matrice antisymeétrique.

(c) En raisonnant par récurrence sur n, montrer qu’ il existe une base orthonormale B de
M 1 (R), dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs formés par

(0) et 6., ou 6 €R.

On pourra utiliser, sans le justifier, le résultat suivant :




Si f est un endomorphisme de M, (R), alors f admet une droite ou un plan
stable.

> On vient de montrer que A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale par

blocs de la forme
diag(0p. 61 J,...,0- J) (%),

oll p et T sont deux entiers naturels vérifiant p + 2r = n et 61,...,0; sont des réels.
3. Vérifier que toute matrice orthogonalement semblable a une matrice de la forme (x) est antisymétrique.
Partie V- L’inclusion SO, (R) C exp(A.(R)).
1. En utilisant le théoréme de la réduction des matrices orthogonales suivant:
Toute matrice orthogonale est orthogonalement semblable &
diag(7,. R(61), ..., R(6k), —1y),
ol p, q et k sont des entiers naturels vérifiant p+2k+¢ =n et 6,,....0; sont des réels,

établir que toute matrice  de SO, (R) est orthogonalement semblable a une matrice diagonale

par blocs de la forme
dia‘g(lpv R(Ol)* Tt R(OT))s

oil p et 7 sont deux entiers naturels vérifiant p + 2r = n et 6y,..., 6, sont des réels.
2. Soient p et r sont deux entiers naturels vérifiant p + 2r = n et 6,,.. ., 0, des réels.
Montrer, en soignant la rédation, 1’égalité suivante :
diag(Ip, R(64),. ... R(6;)) = exp(diag(0p,6y J,..., 0, J)).
3. Déduire de ce qui précéde 'inclusion SO,(R) C exp(An(R)).
4. Conclure que SO,,(R) est connexe par arcs de M, (R).

Partie VI- Une application.
Soit. A une matrice de M, (R) vérifiant pour tout s € R et tout V € M, 1(R),

exp(sA)V = [[V].

On se propose de montrer que A € A,(R).
1. Soit O € M,(R).
Montrer que O € O, (R), si et seulement si, pour tout z € M, 1(R). ||O z| = [|x].
2. En déduire que exp(A) € SO,(R)
3. Pour tout V€ M, 1(R), on note X : R —> M, 1(R), s+— exp(sA)V, et
o, : R—R
5 X ()2

(a) Vérifier que X cst dérivable sur R. et que X'(s) = AX(s). pour tout s € R.
(b) Montrer que ¢, est dérivable sur R, et que, pour tout s € R, ¢/ (s) = 2(X'(s), X(s)).

(¢) Conclure.
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