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Exercice

Soit ¢ : R — R une application continue, périodique de période T > 0. On considére
I’équation differentielle :

¥ +qy=0 (1).
d’inconnue y € C3(R, C).

1. (a) Justifier Pexistence de deux solutions y; et yo de (1) telles que :

{ wo =1 { 00 = 0
vi(0) = 0 v(0) = 1
On note S I'ensemble des solutions de (1). Justifier que S = vect(yi, y2).
(b) Montrer que, pour tout ¢ € R, y; (£)y(t) — yi(Oya(t) = 1.
2. (a) Montrer que, si y est une solution de (1) alors z : t — y(t+7T') est aussi une solution
de (1).
(b) En déduire que, pour tout ¢t € R, y(t +T) = y(T)y1(t) + v (T)ya(t).

Dans tout le probléme n désigne un entier naturel non nul.

Pour K = R,C ou Z, M,,(K) désigne I’ensemble des matrices carréesd’ordre n & coeficients
dans K et GL,(K) I'ensemble des matrices inversibles dans M, (K).

Pour tout A € M, (K), tr(A) désigne la trace de A et x4 désigne son polynéme caractéris-
tique (xa(A) = det(Al, — A), pour tout A € C).

IPartie I (Questions préliminaire)'

1. Dans cette question, on se propose de montrer que deux matrices de M, (R) semblables
dans M,,(C) sont semblables dans M, (R).

Soient A, B € M,(R). On suppose qu'il existe P € GL,(C) telle que A= PBP~!.
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(a) En écrivant P = P, + 1P, avec P, P, € M, (R), verifier que

AP1 PlBetAPg PQB

(b) Déduire que, pour tout ¢ € R, on a A(P, +tPRy) = (P +th)B.
(¢) Pour o € R, on note Q(a) = det(Py + aP).
i. Justifier que Q € R[X]
ii. Verifier que Q(7) # 0.
iii. En déduire qu'il existe 8 € R tel que (P, + 8P,) € GLn(R).
(d) En déduire que A et B sont semblables dans M, (R).
2. Soient M, N € M,(R), diagonalisables dans M,,(C) telles que xar = Xn-
(a) Montrer que M et N sont semblables dans M,,(C).
(b) Déduire que M et N sont semblables dans M, (R).
3. On note O,(Z) = {M € M,(Z); M*'M = I,}.
(a) Montrer que O,(Z) est un sous groupe de G'L,(R).
(b) Soit P = (pij)1<ij<n € On(Z).

Montrer que, pour tout (i,7) € {1,...,n}? szk = Zpkj

(c) Soit 7 € {1,...,n}.

py =1

i. Montrer qu'il existe un unique j € {1,...,n} tel que )
Piks = pour tout k # j

ii. Montrer que py; = 0 pour tout k # i.
(d) Déduire tous les éléments de Oz(Z).
4. Soient p et q deux entiers relatifs premiers entre eux.
(a) Justifier qu’il existe (ug,vo) € Z? tel que ugp + vog =1
(b) Soit (u,v) € Z*. Montrer que

up + qu =1 <= 3k € Z tel que u = ug + kq et v = vy — kp.

5. Montrer que M, (Z) est un anneau

6. (a) Montrer que I'ensemble GLy(Z) des élément de M, (Z) inversibles dans M,(Z) es

un groupe pour la multiplication de Panneau M,,(Z).

(b) Montrer que M = ( . Z ) € GLy(Z) si et seulement si |ad — bc| = 1.
c

b
7. On note SLy(Z) = {M = < = i ) € My(Z); ad — be = 1}.
&
(a) Montrer que SLy(Z) est un groupe pour la multiplication des matrices.
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(b) Déterminer ’ensembles des couples (c, d) telles que la matrice ( i 2 ) appartienne
a SLy(Z).

(c) Déterminer I'ensembles des couples (¢, d) telles que la matrice ( i 2 ) appartienne
a GLy(Z).

b
(d) Montrer que ( i p ) € GLy(Z) si et seulement si a et b sont premiers entre eux.
&

— 11
8. Soient S = ( 2 01 ) et T = < 6 i ) . Pour chacunes des matrices S, 7" et ST

répondre aux questions suivantes :
(a) La matrice est elle diagonalisable dans M5(C). Si oui déterminer la diagonale cor-
respondante ainsi que la matrice de passage qui la diagonalise.
(b) Lorsque la matrice n’est pas diagonalisable dans My (C). Déterminer la triangulaire
correspondante ainsi que la matrice de passage qui la trigonalise.
(c) La matrice est elle diagonalisable dans Ms(R). Si oui déterminer la diagonale cor-

respondante ainsi que la matrice de passage qui la diagonalise.
(d) Lorsque la matrice n’est pas diagonalisable dans Mz (R), est-elle trigonalisable dans
M5 (R). Si oui déterminer la triangulaire correspondante ainsi que la matrice de
passage qui la trigonalise.
9. On cherche les matrices A € SLy(Z) telles que A% = I.
(a) Soit A € SLy(Z) telles que A? = I,. Montrer que A est diagonalisable dans M3 (R)
et péciser les diagonales possibles semblables & A.
(b) En déduire 'ensemble des matrices A € SLy(Z) telles que A% = .
10. On cherche les matrices A € SLy(Z) telles que A? = —1I,.

(a) Soit A= g Z € SLy(Z) telles que A? = —I,. Montrer que A est diagonalisable

c
dans My(C) et calculer tr(A) la trace de A.

(b) Donner la forme générale des matrices A solutions de A? = —1I, en fonction des trois

paramétres a, b et ¢ et d’une relation liant les trois paramétres.

11. En utilisant la question (2) montrer que

A € SLy(Z) telle que A = —I, <= A semblable & S = ( 2 a ) .
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