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§ Introduction

e Soit f: R — C une fonction continue sur R. On dit que f admet un moment d’ordre un entier

P € N, si la fonction qui & ¢ — 7 f (£) est intégrable sur R et dans ce cas, on appelle moment d’ordre
o0

p de f, le nombre complexe m,, (f) i / 1 (t)dt.

oC

® Soit u = (up), ¢y une suite complexe. On dit que la suite (n) peny @dmet un moment d’ordre un

entier p € N, si la série § nPu,, est absolument convergente et dans ce cas, on appelle moment
nz0

400
d’ordre p de la suite u = (up),cy, le nombre complexe 8, (u) o Z nPu,.

n=0
e Ce probléme est partagé en deux parties A et B indépendantes. Le but de la partie A (resp. de la
partie B) est de construire une fonction non nulle (resp. une suite non nulle) dont tous ses moments
d’ordre p (oit p € N) sont nuls.

§ Partie A

(1) Soit f: R — C une fonction continue admettant pour tout p € N, un moment d’ordre p et on
+oe

considere la fonction f: R — C qui d x> f(.l) = [ (t) exp (—ixt) dt.
oc

Justifier que la fonction f est bien définic puis montrer quclle est de classe C* sur R et
exprimer, pour tout p € N, la valeur de f® (0) en fonction du moment m,, (f).

(2) Soit la fonction G: R — R qui a z — G (z) = exp(?) e
Osix <0

(a) Il est clair que G cst de classe C* sur |0, +-00]. Montrer que pour tout n € N, il existe
une fonction polynomiale P,(x) & coefficients réels tel que pour tout réel > 0, G® (z) =

1 _
Po(=) exp(—).
() oxp(—)

(b) En déduire que G est de classe C*° sur R et pour tout n € N , G (0) = 0.

(c) La fonction G est-elle développable en série entiere sur un voisinage de 0 7

(8) Soit la fonction g : R = R qui & 2+ g(2) = G (z — 1) G (2 — z). Vérifier que g de classe
sur R, qu'elle est strictement positive sur 1, 2] et qu’elle est nulle en dehors de cet intervalle.

2
(4) Soit la fonction A : R — C qui & 2~ h(z) = 51; f g (t) exp (ixt) di.
1

(a) Montrer que h est continue sur R.
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; 5 ; 3 " . ) e [
(b) Montrer que Vne NetVa e R, h(z) = e / g™ (t) exp (w,,t) dt.
(c) En déduire que pour tout n € N, la fonction qui & 2z~ 2™h () cst bornée sur R.
5) Montrer que pour tout p € N, la fonction h admet un moment m, (h) d’ordre p.
(4

(6) On admet ici que pour tout z € R, E(:L) = g(z). Montrer que V p € N, m, (h) = 0 puis
conclure.

§ Partie B

gia<l

e
5 : I CXP\ === T e
e Soit la fonction ¢ : R — R définie par: ¢ (z) = *p( V1- :r) et on considére la suite

Osiz>1

.7zl

(Hy (X)), des polynémes de Hilbert définie par: Ho (X) =letVan 2 1, H, (X) = o H (X - k)

—X(X~1)...(X —n+1)

e NB Pour des raisons similaires & celles de la fonction G de la partie A, on admet ici que ¢ est
de classe C sur R ot que pour tout n € N, @ (1) = 0.

& Sous-partie B-1

+o0 (___1)& —n
(1) Vérifier que: V z € |=1,1], ¢ (x) = Z TT:.L‘-" (1-z)2.

n={}
o Fo® a .
(2) Montrer que: Vne N etVaze]-1,1,(1-2z)2 = S (Hp(—; +p- l)) &,
p=0 =

o ~1)™+ n-1 -
(3) Pourtout x € |—1, 1] et pour tous n, p € N, on pose Uy, () = in _}: i (H p(n o p)) LTl

(a) Montrer quer Ve € ]-11, p(@) =1+ Z (z Un,p )

n=0 \ p=0

: - : || 40w [ +20 §
b) Montrer que: Ve € 1=1, 1[, exp(—==be=) = 1 + it
(b) ] =11 1(\143‘?{) 2, Z; @

: -1 ‘g‘ i +k
(4) Soit la suite réelle (a,),.y définie par: ap = let Va2 1, a, = Z( ] 7 - 1)

(n—=r
+iox
Montrer que: V2 € |-1,1], ¢ (x) = Za,»,:z:”. Indication: On pourra utiliser la partition
n=0

(In) pere de N* définie par: Vn € N, I, = {(i,j) e N i+ j + 1 =n},
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& Sous-partie B-2

Soit D = {z € C; |2] < 1} : le disque ouvert unité de C.

(1) Justifier que la série entiére E a,z" est convergente sur D.

n=0

+oc
e Pour tout p € N et sous réserve de convergence, on pose: V z € D, ®,(2) = E by p2™ Ol

(2)

(3)

@

(4)

(5)
(6)

n=0

P
VneN, b,o=a,ctsip>1,alors, by, = (H (n+k))anp=Mm+p)(n+p—1)...(n+1) tnip.
k=1
Vérifier que: Vp € Net Va € ]-1,1], &, (z) = ¢® (2) puis déduire que V p € N, la série

entiére E by, p2™ est convergente sur D (donc, la fonction @, est bien définie sur D).
n>0

Justifier que pour tout p € N, la fonction ©®) est bornée sur |—1, 1[.
On admet dans la suite que pour tout p € N, la fonction @, est bornée sur D.

Soit un réel r € ]0,1] et on considére la suite de fonctions (fr)pen définie par: V. n € N,

W R — Cquiate frlt)= by, ™. Montrer que la série de fonctions F, converge
n » ) )

n>0
27

: 5 . 1 - m
uniformément sur R puis déduire que V n,p € N, by, ,r" = o (‘I),, (-1"(3'0)) e~ "0dg.
' T Jo

. A
Montrer que pour tout p € N, il existe un réel A, > 0 et N, € N* tels que V n > N, an| < ;%

(a) Soit p € N. Montrer que la série de fonctions E by px" converge normalement sur [0,1]

n>0
“+oc
et trouver en particulier, la somme E bz
” n=0

(b) Montrer que pour tout p € N, la série Z nPa,, est absolument convergente et que tous les
n>0
moments d’ordre p de la suite (@,),¢y Sont nuls.

Fin de I’épreuve
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