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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
|"appréciation des copies. Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s'il n’a pas été démontré.

L'usage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interdit.

Notations et définitions
Dans tout le sujet, on fixe un espace probabilisé (2, A, [P) sur lequel toutes les variables aléatoires
considérées sont définies. On utilisera systématiquement la locution « VA.D » pour parler d’une
variable aléatoire réelle discréte, On pourra noter X(Q) = {x,, n € I} ou I est un sous-ensemble fini
ou dénombrable de N et x,, € R pour tout n € I.

* On fixe unréel a > 0. Soit X : O — R une V.A.D. On dit que X vérifie la condition (D) - dite de

1
dispersion d’ordre a lorsque, quand n tend vers +oo, P(|X| = n) = % +0 (?) :

e On dit que X est symétrique lorsque — X suit la méme loi que X, autrement dit lorsque
Vx e X(Q),P(X =x)=P(X = —x).

e Pour une VA.D X On pose

R —R
q’x'{ t — E(cos(tX))

appelée fonction caractéristique de X.
E(X) est'espérance de la variable aléatoire X.

sinx .
— six#0

1 six=0

* On appelle sinus cardinal la fonction définie, pour toutréel x, par sinc(x) =

Dans tout le sujet, on se donne une suite (X,),>; de VA.D entiéres(X(Q) c Z), mutuellement in-
dépendantes, toutes de méme loi, symétriques, et vérifiant la condition(Dg).
On pose, pour tout n e N*,

l 1
Mp:=—) X
s

appelée n-iéme moyenne empirique des variables X.
© Lobjectif du sujet est d'étudier quelques propriétés de la fonction caractéristique de V.A et d'établir
la convergence simple d’une suite de fonctions associées aux variables My,.



Partiel
"Intégrale de Dirichlet et Fonction caractéristique"

Soient f:R— Ret g:R — R définies par :

Q.1

Q.2
Q.3>

Q.4

Q5>

Q.6>

Q7>

Q.8>

Q.9

Q.10>

Q11>

Q12>

Q.13

0 cos(x1) +0 1 — cos(x1)
dt t = ———rre
1+ £2 ot gl fo 21+ 12)

VxeR, f(x)= f
0
+00
Montrer que I'intégrale impropre f sinc(x)dx converge .
0

Montrer que f et g sont bien définies sur R.
Montrer que g est de classe €2 sur R et que g" =2 F

Montrer que I'on a la relation :

G ” oo sin2 ( t)
VxeR,, g x)—gx= ——-—Ix, avec sz 2 dat.
0
Trouver alors une expression de f(x) et de g(x) pour tout x € R.
+00 T
En déduire la valeur de I puis que f sinc(x)dx = >
0 eirb _ ei ta
- Sit#0
Si a et b sont deuxréels, on note K, ; la fonction définie sur R par K, ,(¢) = b —?Zz 23
_ sit=0
&

AVaide de séries entieres, montrer quek, ;, est de classe C*® sur R.

Soit NV un entier naturel et soit F la fonction définie, pour toutréel x, par Fy(x) = f Kax(D)dt.
-N

Montrer que Fy est de classe C! sur R et que, pour tout x € R, F (x) = N sinc(Nx).

Nb

N
Montrer que [ Kyp(t)dt = f sinc(s)ds.
-N Na

En déduire I'existence et la valeur de hrn [ Ky p(t)dt danslecasoua<b.

Soit X : Q — R une variable aléatoire telle que X () est fini. On suppose que les réels a , b, —a
et —b n’appartiennent pas a X(Q2). Montrer que

2.6
—f Ox (K, p(dt — Pla<X<b)+P(-b< X < -a).
TJ-N N—+00

Partie Il
"Généralités sur les variables aléatoires"

Montrer qu'une VA.D X est d’espérance finie si et seulement si | X| est d’espérance finie.

Montrer que si une VA.D X est bornée (il existe un réel M > 0 tel que P (| X| < M) = 1)alors
pour tout x, € R\ [-M, M], P(IX| = |x,]) = 0, puis que X est d’espérance finie.
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Q.14 Montrer pour une variable aléatoire X a valeurs dans N que

p 14 .
Y nPX=n=) P(Xzn-pP(Xzp+1)
n=0 n=1

’

Q.15> En déduire que pour une variable aléatoire X a valeursdansNona

X est d’esperance finie si et seulement si la série Z P(X = n) converge et que dans le cas
n=1

+00
d’existence on a E(X) = Z P(X zn).
n=1
Q.16> Soit X une variable aléatoire entiére vérifiant (D,). Montrer que X n’est pas d’espérance finie,
et que X2 non plus.

Q.17 Soit X une variable aléatoire symétrique, et f : R — R une fonction impaire. Montrer que f(X)
est symétrique et que si f(X) est d'espérance finie alors E(f (X)) =0.

Q.18> Soit X et Y deux variables aléatoires symétriques indépendantes,montrer que X+Y est symétrique.
Partie I1I
"Deux sommes de séries”

On fixe ici un nombre complexe z tel que z # 1 et |z] < 1. On introduit la fonction

t
z
L:t»—»f du.
o 1—uz

Q.19> Montrer que, sur le segment [0, 1], la fonction L est convenablement définie et de classe C™.
Donner une expression simple de sa dérivée n'°"*¢ pour tout n = 1.

Q.20> Justifier que pour tout £ €]0,1], ona 1 — < |1 - 72|, et en remarquant que Re(z) <1 plus pré-
cisément encore que 1 —r<|1—tz|.

Q.21 > En déduire successivement que

1 n 1 ,n+l n
Z 1-¢
I g vy ol S B
0 0
+00 1N

n—-+00 1- tz)n+1 N +00
Q.221> En déduire, griace a une formule de Taylor, que L(1) = Z %
n=1

1-1t
1-1tz

Q.23 > Montrer que la fonction
) = R? —R
PE=Y w1+ ue|

est continue. En déduire qu’il existe, pour tout a €]0, %[, un réel m, > 0 tel que

V(t,u) € [-a,al] x [0,1],|1 + ue”l =my,

Q.24 > Montrer que la fonction
1 it

F:te)l-mn,af— -
] [ fo 1+ uett

est de classe C! et donner une expression de sa dérivée sous la forme d’une intégrale a parametre.




Q.25>

Q.26 >

Q.27
Q.28 >

Q.29>

Q.30>

Q31

Q.32>

Q.33

Q.34>

Q.35>

Q.36 >

Montrer que

Vtel-malF(f)=-

tan(3)
+ -,
2 2
et en déduire la valeur de F(t) pour tout t €] — n, .

Soit 8 €]0, 27[. Déduire des questions précédentes que

+00 oo ¢j (7] -0
Z cos(nf) S (Zsing) et Z sin(n@) i
n=1 I 2 =1 N 2

Partie IV
"Fonction caractéristique de variables aléatoires symétriques”

On fixe dans cette partie une variable aléatoire symétrique X.
Montrer que @ x est bien définie, paire et que VI eR, [®x ()| < 1.

En utilisant le théoréme du transfert, montrer que ®x est continue.
Dans la suite de cette partie, on suppose que X est une variable aléatoire entiére symétrique
vérifiant la condition (D). Pour tout n € N, on pose R, :=P(|X| = n).

On fixe un réel ¢ €]0, 27[. Montrer successivement que

+00 +00
Ox(1)= ) (Rn—Rps1)cos(nt) puis ®x()=1+ Y Rylcos(nt) - cos((n-1)1)].

n=0 n=1

On pourra établir au préalable la convergence de la série Z R, cos(ni).
n

+00 a
Montrer qu'il existe un nombre réel C tel que Y (R,, - —) et o Ak
n=1 n e

Déduire que, quand ¢ tend vers 07,

+00 +o0 Ta
Y Rycos(nt)=0(n(f)) et Y Rysin(nt)= . o o(1).

n=1 n=1

7
Conclure que, quand ¢ tend vers 0%, ®x () =1 - ——2—({ t+o(t).
La fonction ®x est-elle dérivable en 0 ?

Soit Y une V.A symétrique tel que X et Y indépendantes. Montrer que
VIeR,Ox y(t) =Px(O)Dy(2).

Démontrer que pour tout entier n = 1, la variable M,, est symétrique et

Yte R,‘I)Mn(t) = ((I)X1 (%)) =

En déduire que pour tout réel ¢,

naltl)

Dy, (1) o, EXP (— 5

La convergence établie a la question précédente est-elle uniforme sur R?




