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Exercice 1

2
On considere intégrale généralisée A = In (sin (z)) dz
‘ 0

(1) Justifier que 'intégrale A est convergente.
(2) (a) Justifier que l'intégrale généralisée B = / (cos (x)) dx est convergente et A = B.

(b) Montrer que A+ B = ~7r1n / In (sin (z)) dz.

—7r1n( )

(c) En déduire que A = 5

3) Pour tout z € O?Zr« , on pose F{x) = ’ln sin (t)) dt. Montrer que F (z) = o(/x).
2 oF
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l Exercice 2 ]

Soit E = R[X] : le R-espace vetoriel des polynémes & coefficients dans R. Pour tout réel a € R, on

1
~considere 'application N, : E — R définie par: V P € E, N, (P) = |P (a)| + / [P’ (t)] dt.
0

1/ Montrer que: V a € R, Papplication N, est une norme sur E.
2/ Soient a,b € [0,1]. Montrer que les normes N, et N, sont équivalentes.

3/ Soient a,b € [0, +oo[ tels que a < b et b > 1. Montrer que les deux normes N, et N, ne sont
pas équivalentes.

§ Partie 1

e Soient deux suites numériques (an ),y €t (bn),on Vérifiant les trois conditions suivantes:
ci/VneN b, >0
ca/ Il existe £ € C tol que lim . =

n—>+oc
c3/ V z € C, la série E b,2" est dbsolument convergente
n>0

" (1) Vérifier que V z € C, la série E a, 2" est absolument convergente.

n>0
+oo +oc
e Pour tout z € R, on pose A (x) = Z a,z" et B (z) = z bz,
n=0 n=0
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(2) Vérifier que EIEB (x) = +o00.

(3) (a) Soit & > 0. Justifier qu’il existe un rang n; € N tel que ¥V n > ny, |a, — €by| < &by, puis
montrer QQe: Va>netVaz>0, A —LB(z) < (Z lax — €by| %) + B (z).
k=0
k

L@
(b) Montrer que: V k € {0,...,m1}, J,EIEOQB(Q:) =0

A _
(c) En déduire que: a;grfooB (z) B

L.

(4) Soit un réel @ > 0.

2
In(a)\" . 2
N er que: ~ " — ] .
(a) Montrer que (1 L= ) LB exp( 3 (In(a)) )

n(a)\" 2"
(b) Montrer que V z € C, la série Z (1 + ( )> — est absolument convergente ¢t que:
et n nl
+co n?
-1 2 In(a)\" ="
S (a,x) L EEp (—2— (In (a)) ) exp (az) avec S (a,z) = Z:l (1 t—==)
n=1
§ Partie 2 (Les suites B-convergentes)
e Soit une suite numérique (U, ),y On dit que la suite (Un) e €5t B-convergente si elle vérifie

5 U
c1/ V z €C, la série E ——?z“’ est absolument convergente

cie 4 n>0
les deux conditions suivantes: = +oo 17 .
11 existe £ € C tel que li b (—t —t)=£eC
cz/ 1l existe £ € C tel que Jm exp ( )(Z0 . ) €
nl
Dans ce cas, cette limite £ est appelée la B-limite de la suite (U,),cy €t On écrit B I}_mUﬂ = £.
" T~ 00

(1) (a) Montrer que la suite ((—2)"),,ey est B-convergente

(b) Montrer que la suite (4"), .y n'est pas B-convergente.
(2) Soit A € C. Pour tout n € N, on pose V,, (A) = A"
(a) Vérifier que tlixgl exp () existe dans C si et seulement si (A = 0 ou bien Re(X) < 0).
00

(b) En déduire que la suite (V;, (\)),cn €st B-convergente si et seulement si (A = 1 ou bien
Re()) < 1). De plus, déterminer sa B-limite en cas de B-convergence.

(3) (a) Montrer que si la suite (Up),en st convergente, alors elle est B-convergente et que sa

o o .. . . U, 1
B-limite coincide avec sa limite. Ind. Utiliser la partie 1 en prenant a, = ~—7‘1 et b, = =

(b) Justifier que la réciproque de (a) est fausse.
(4) Soient un 1'6012a > 0 ot la suite (W, (a)),cn définic par: Wy (a) = 0 et Vao>1, Wyla) =
In(a)\"

n
B-limite en cas de B-convergence.

1+ Etudier la B-convergence de la suite (W, (a)),ey- De plus, déterminer sa

Fin de épreuve
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