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Examenn®1
Analyse

PROBLEME :

Dans tout le probléme,
— I désigne l'intervalle ]0, +ool.
— €.4([0,11,R) désigne I'ensemble des applications continues par morceaux sur [0, 1].

® Le but de ce probleme est d’étudier le comportement au voisinage de 0 de la somme de séries
+o0

de fonctions de la forme ) a,e™"* f(e™"™) avec (an)n=o une suite de nombres réels positifs et
n=0
f €%6.4(10,1],R) sous certaines hypothéses précisées ultérieurement.

A. Calcul de Pintégrale de Gauss.

—n=1

J

1. Montrer que les f, pour n € N* et x— e™* sont intégrables sur R.

On considére la suite de fonctions f,(x) =

x|
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3. Montrer que 0 < f,(x) < fi(x) pour tout réel x et n e N*.

ind :’On pourra vérifier tout d’'abord que (1+a)” 2z 1+ napourtouta=0etne N*.
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Montrer alors que
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5, En déduire la valeur de f e " dx. On rappelle 'équivalent de Wallis :
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. On suppose dans cette question que @, = o (1) et soit f € € 4, (10,1, R) .

+00
. Montrer que pourtout x € 7, f
1

B. Deux cas particuliers

+00 L,—NX +00
Dans toute cette partie, on pose f(x)= ) _ etg(x) =) Ve ",
n=1 \/-ﬁ .n=0

Montrer que f et g sont définies et continues sur J

. Trouver la limite de f en 0.

+00 e_ux

Justifier que pour tout x € I, 'intégrale j

o Vu

du est convergente et trouver sa valeur en

-
fonction de x.
e— ux

= aiusf(x)sfO T

En déduire un équivalent de f(x) lorsque x — 0.

+00 e ux

du.
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Montrer que la suite (Z —\/-—i - 2\/7—1) converge.

k=1 n=1

f® = O —-nx
On pose pour x>0, h(x) = — . Montrer que pour tout x>0, h(x) = Z Z a1 - I
—e n=11%k=1 \/?C—
En déduire un équivalent de h(x) lorsque x — 0.
Montrer alors que g{x) est équivalent & é—\—/—gg lorsque x — 0.
x E

Montrer que f est de classe C! sur I et que f = ~g . Retrouver alors, par intégration, I'équi-
valentde fen0.

C. Un Théoréme Tauberien

Soit (@) =0 une suite de nombres réels positifs tels que pour tout réel x > 0, la série Z ape =

n=20
converge et de somme F(x). On suppose que

1in}}xF(x) =7 €0, +col.
>
On munit € 4([0,1],R) de la norme || - o définie par laformule vl = sup {w(s)l

1£[0,1]
Pour toute application f € €,4([0,1],R) , on note L, 'application qui 4 x > 0 associe

+co
LX) =3 ape ™ fle™™).
n=g0

Montrer que F est une application continue sur ]0, +col.

7. Montrer que si £ > 0 alors la convergence de la série de fonctions Z xane” " n'est pas uni-

n=0
forme sur 10, +col.

Montrer que Ly est bien définie pour tout f € %€ 4,([0,1],R) et que l'application L: f ~— L est
une application linéaire sur € 4 ([0,1],R).

Vérifier que pour tous fi, 5 dans € 4((0,1],R), fi = foentraine L n=Lp.

(a) Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout x > 0 et N € N*,

+oo ?
— o -1 ]
Y x@ne &™) = M)l flleo SUD
jn=N+1 } nzN+1

{b) Déduire que ifiné x(Lpixy=0
e

o




On note
E= {fecgﬂ([oy l]yR); hn(l)JC(Lf)(x) EXiSte}; El = {f € %ﬂ([ﬂl 1]7R): E_—I}(l)x(sz)(x) = 1}
et on pose pour tout f € F,
A(f) = chi_lzréx(Lf}(x).

21, Vérifier que Eestun sous-espace vectoriel de €_4([0,1],R).
22. Qnsuppose que £ = 0. Montrer que pour tout f € €4 ([0,1],R), A(f) = 0et quel =€ 4([0,1],R).

» On suppose dans la suite que £ > 0

¢
23. SoitpeNetepy:£€[0,1] — ¢P. Montrer alors que e, € E et que Alep) = ;—1

24. Montrer que I'application A est une forme linéaire continue de (E, || - [l o).
25. Déduire alors que E; est un fermé et connexe par arcs de (E, | - [loo). E; est-il compact?
' i
26. Montrer que si P est polynomiale sur [0,1], alors PeEetque A(P)=¢ f Pitydzr.
0

27. Soit f une application continue sur [0, 1] et (P,,) =9 une suite de fonctions polynomiales qui
converge uniformément sur [0, 1] vers I'application f.
(a) Justifier 'existence d’une telle suite.
(b) Soit n=0. Montrer que

Vx>0, |x(Lp,)(x) = X(LH)(X)] < 1Py~ flleo XF(x)
ol Py = flleo = sup {1P, (1)~ F(D)I}. |
10,1}

(c) Montrer alors que la suite d’applications x — x{L p,){x}, (n = 0) est uniformément conver-
gente sur 10, 2] vers x — x{Lf} (x).

28. Déduire quesi f est une application continue sur [0, 1], alors feEetonaA(f)=¢ f fndze.
0

' 1
29. Pourtoute>0tel que e < —, on note
e

0 sixe[0,2—¢f, 0 sixe[0,4]
ex—1 L i ex—1 i 4
gi(x) = +¢e Sixe L;—s,gi, . S(x) = tireo) SIX € |3,5 +E|

1 . 1 ;
- sixe[L,1] - sixe[l+¢,1]

0 sixel0,if

g=<1
= sixe|s,1]

(a} Construire sur le méme schéma les graphesde g1, g et g.
(b) Vérifier que g; et g, appartiennent A E et que

5
{¢) Enremarquant que g, < g < g, montrer alors que g < E et que A{g) = 7.
30. (a) Calculer Lg () pour tout entier N > 0.
{b) En déduire la limite

{Théoréme Taubérien).




