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Devoir de Syntese N°2

Durée: 4H ' '~ Epreuve: Mathématiques Date: 23-5-2019

N.B. Rédiger ’exercice et le probléeme 1 sur une feuille et le probléme 2 sur une autre.

Exercxce

Soient ’espace vectoriel F = {f € C®(R,R)/ Papplication ¢t -— f2(t).c2 e intégrable sur R}
et Vapplication (, ) de F x E délinie par :

) 1. o~ RT i o —h (2&)!
On admet que Ve e N, [ % e dt == i~/- V2.
i ' j_oc kl2k
1) Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur E
\ D / \ ™2 re \ 1 /-—!-oo/.‘) ; O
2) Pour tout (z,y) € R*, on pose f{z,y) = ’T/ (t° — 2t~ y)*e™2 di.
V2r

(a) Montrer que pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = 2% + 42 — 2y + 3.

i

of Of \ . y g3 .
(b) Calculer T(7> y) et =—(z,y) puis déduire que f admet un unique point critique.
(0% vy

(c) Montrer que f présente un minimum local en (0, 1).
(d) Montrer que f présente un minimum global en (0, 1) que 'on déterminera.
g )
(e) En déduire la distance entre le polynéme X? et le sous-espace vectoriel R; [X].
3) On pose P'application g : R® — R définie par : g(z,y, z) = f(z,y) — z et la surface ¥ de R®
définie par ¥ = {(z,y,2) € R*/ g(z,y,2) =0}.
(a) Vérifier que A = (0,1,2) est un point régulier de X.

(b) Déterminer ’équation du plan P tangent & ¥ au point A.

PROBLEME 1

On désigne dans tout le probléme par :
- M, 1 Pespace des vecteurs réellcs colonnes a m coefficients. On note Op,1 le vecteur nul.
- M, Tespace des matrices réelles carrées d’ordre n. On note 0, la matrice nulle.
A la transposée d’une matrice A.
- S, le sous espace de M, des matrices symétriques A vérifiants A = A.
- I, la matrice identité d’ordre n.
- O, I'ensemble des matrices orthogonales c’est a dire les matrices P telles que ‘P - P = I,,.



- XY Y = kayk le produit scalaire canonique des. deux vecteurs colonnes
k=1 -

Ty Y1

& = : et Y =
xn yn

- Sp(M), le spectre d’une matrice carrée M.

On rappelle que si A € M,,, alors, (AX ,Y) = {(AX)Y = (X, 'AY).

Définitions : _‘ "

- Une matrice A € M, est dite positive si, VX € M, ;,ona (AX,X) >0

- Une matrice A € M,, est dite définie si, VX € M, ;, ona {(AX, X) =0, alors, X =0,;.

- Une matrice A € M,, cst dite définie positive si, VX € M, 1\{0,1}, on a {(AX, X) > 0.

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n.
1. On rappelle que puisque A est une matrice symétrique réelle, alors, il existe une base
orthonormnée B = (e, ..., e,) formée de vecteurs propres de A.
(a) Montrer que si A est positive alors Sp(A) C Ry -

b) En utilisant la base B = (ey, ..., ¢,), montrer que si Sp(A) C R, alors, A est positive.

o

Montrer que si ker(4) # {0,1} alors, A nest pas définie.
Déduire que A esl définie positive si et seulement si, A est positive et inversible.

¢} Justifier que si A est positive, alors, il existe P € O, telie que

tPAP=D = diag()xl,‘...) An),

symétrique, définie et positiv ve O te

3. Soit A et C deux ma,tu( es symétriques définies positives telles que C? = A.
(@) Montrer que pour toute valeur propre A de A, on a
ker(A — M,) = ker(C — VAAIL,)
(b) Déduire que toute base de vecteurs ﬁropres de A est aussi une base de vecteurs propres
de C.
(¢) Déduire que pour toute matrice symétrique définie positive A, il existe une unique
matrice symétrique définie positive C telle que C? = A.
On notera C' = AY/2, ‘
(d) Application : Soit A = < ? ; ) .
i—) Montrer que A est symétrique définie et positive.
ii—) Donner une base ortonormée de vecteurs propres de A.
iii—) Trouver A2,
4. Soit A une matrice symétrique définie positive.
(a) 1 Montrer que A1 est symétrique et définie posmlve
(b) Déduire que (AV?)™1 = (A~1)V/2,

5. (a) Montrer que si f et g sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent,
alors, il existe une base commune formée de vecteurs propres de f et g.
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(b) Soient A et B deux matrices symétriques définies positives telles que AB = BA.
i—) Justifier qu’il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres communs

de A et B. : - o
i—) En déduire que Al/ et BI/ ? commutent.

PROBLEME 2
Partie I

On considere la'suite de fonction (fy, )nen définie sur Ry par :

"‘f;tw

)
1

/23

VieR, VneN f,t)=

1. (a) Pour touT n e N* etudler les variations de la fonction f,.
(b)’ .[\/Ionf'r'ar (‘1116 {. (/h\ ~J (Ind (n ~y \/2’!{‘7’}1
+o0 /27

(c) Etablir que la suite de fonctions ( fn)neN converge uniformément sur R, vers une

\”\
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Pourz € Ry, et n € N, on pose H,(z) =

(a) Vérifier que, Vx € R, ,Vn € N, H,(z) =1 = ,l[ fa(t) dt.

(b) Etablir que, Vn & N, H, est de de classe (,’ sur R, et donner l'expression de .
(c) Calculer lim H,(z) et lim Hy(z) .

z—0 T—+TC0

(d) Montrer que Vz € Ry, lim H,(z) = 1.
n—+00

4. (a) Montrer que la série de fonctions E fn converge sinplement sur Ry.
n=0

(b) Montrer que, Va € R%, la série de fonctions an converge normalement sur le
i nz0
segment [0, al. w
(¢) Montrer que la série de fonctions Z fn ne converée pas uormalcmen+ sur R,.

n20

Partie IT

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P)
et mutuellement indépendantes. On admet que dans ce cas, Vn > 2, X; + ...+ X, et X, sont
indépendantes. o e ore et
On suppose de plus que, Vn € N*, X, suit la loi de Poisson de paramétre L



On rappelle que si X est une variable aléatoire définie sur (€2, A, P) et qui. sult la 101 de Poisson

de pa,ramotu A alors X(2) =NetVkeN, P(X,=k)= e-,\/l\c' :

Sn— 1
On pose, Vn € N*, S, = Zxk et 8=
k 1 = «‘ \/—
1. (a) Montrer que S, suit une loi de Powqon de paramétre n et en déduire son espérance

et sa variance. -

(b) Déterminer I’espérance et la variance de S;:.
n
(c) Montrer que, Vn € N*, P(S; < Z T

2. Soit » € N, T un intervalle de R et (a,b) € I 2, On rappelle que si f est une fonction de
classe C™' sur I, alors on a :

SN

f(b) = 3 f(k)(a,) (b— a)k + j/b f('”“)(t)ud .

Montrer que, Vn € N*, on a:

& = 52 ’;k o Ljffd dt
k:B vl 0 7L,
3. (a) Montrer que : »
P(S; <0)= %/ﬂo e~i"dt = H,(n) ot H, est définie dans la partie 1.
(b) Etablir que, Yn EnN*, W
L . (Rl g e
P(S: <0)~P(S5,,<0) = / o o e

(c) En déduire que la suite (P(S}; < 0))nen- est décroissante et qu’elle converge vers une
limite £ € [0, 1].

4. Pour n € N*, on note Gy, la série génératrice de S,

On rappelle que : Vt € R, Gg, (¢) Z P{S, = k)t
(a) Calculer, pour tout n € N* et t € R,ng( )
‘ ) - Gs (tl/\/—\
(b) En admettant la formule suivante : E(t°») = ——m—— en déduire que :
(Int)?
vt € R+,n£IEOOE(t“’ = exn( 5 ¥



