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Devoir de Synthese d’Analyse

Exercice:

Soit C°([a, b], R) 'ensemble des applications continues sur [a, b] & valeurs dans R.

1. Montrer que les applications N1, Ny et Ny, définies par:

/lf(t)!dt Ny(f) = \/ / £ t)l2dt Noo(f) = sup |(£)].

t€(a,b]
sont des normessur C%Ja, b], R

2. Montrer que: VfEC’G([a,b],R) Ni(f) < vVb—a No(f) < (b— a)Neo(f)

PROBLEME
Partie I
+00 1
On considére la fonction ¢ définie par: {(z) = —
n=1

1. Déterminer D le domaine de définition de (.
Montrer que ¢ est coutinue sur D.

Montrer que  est strictement décroissante sur D .

I

Montrer que ¢ est de classe C! sur D.

(%3]

. Déterminer lim {(z).
T—>+o0

6. Déterminer lim ((z).
z—1+

7. Montrer que pour tout z > 1, on a :

1 5

LL(x) <

z—1— = ]

8. En déduire un équivalent simple de ((z) au voisinage de 1%.

9. Retrouver alors lim ((x).
=1t

Partie II
On considere la fonction g définie par: g(x) = Z gn(z) ot gn(z) = — —log(1 + %—)
n



1. Montrer que g et bien définie sur | — 1,400] .
2. Montrer que g est de classe C* sur | — 1, +00[.
3. Montrer que g est de classe C* sur | — 1, +oo] et exprimer ¢*)(z) sous forme d’une somme.
4. Montrer que: ¢®(0) = (=1)*(k — 1)I¢(k), Vk>2.
1
5. Soit la suite (7, )nen+ définie par: v, = Z — — logn.
=
(a) Montrer que (1) + . L Vn € N*
a ntrer que: Ype1 — Yo = Gn e e )
o1 que: Yn+1 9 A+t 7
(b) Montrer que la suite 7, est convergente et que sa limite v vaut g(1).
Partie III B
On pose fy(z) = k(fl) pourdout k > 2, avec E(z) la partie entiere du réel z.
T

On rappelle que (Vz € R B(@) <2< E(z)+1).

1. Montrer que fj est intégrable sur [1, +o0|.
n+1
2. Calculer U, (k) = / fr(x)dzy pour tout n. > 1.
n

. e _¢(R) .
. Montrer que fre(z)de = 2%, pour tout k > 1.

1 k

w

o

+00
. Soient V}, = / fe(x)dx et V la somme de la gérie Z("‘l)ka-
2

k=2

(a) Montrer que la série Z(~1)ka est absolument convergente.

k22
k
(b) Exprimer V; en fonction de g(-—zi pour tout k > 1.

k

22(1+z)

(&

. Soit h la fonction définie sur [2, +oo[ par: h(z) =

(a) Montrer que h est intégrable sur [2, +oo.

+00
(b) Montrer que V = / h{z)dz.
2

41
(¢) Montrer que / h{z)dx = n(g,(1) — g,21(1)), pour tout n > 1.

T

(d) En déduire que g(1) =V + % - 10g(-§).





