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Soit @ une fonction continue sur R.. On définit sur R? la fonction f par:

feay) =] g+ [ Powyar, (x,y) R’

-Z—f—(x,y) et %yj:(x,y) 3 'aide de ¢ . Déduire que f est de classe C' surR”.
e

2) Sig estde classe C' surR, déterminer i l'aide de la fonction @, les fonctions suivantes:

af  &f PN IS
o > (%, o (%, ) (x,»)

oy 0yox
Déduire dans ce cas que f est de classe C” surR’.

1) Exprimer

(x, ),

3) Onsuppose que @ ne s'annule jamais. La fonction /* admet-elle des extrémums ?
4) On suppose dans cette question que: @(¢) =1 .
(a) Déterminer les extrémumsde f .
(b) Soit la surface suivante: Y. = {(x,y,2) e R’/ z = f(x,y)}
Déterminer I'équation du plan tangent [ a la surface 2. au point: (1,2,6).

5) On suppose dans cette question que @ est de classe Gt

8 0
(a) Montrer que la fonction /' vérifie I'EDP suivante: (x° + yz).(——L) = 2x.(l) ;
Ox0y oy
(b) Inversement, si f une fonction de classe C?sur R? telle que: f(x,0)=0,VxeR
et vérifiant I'EDP précédente, montrer I'existence d'une function ¢ de classe C'

surR telle:
feey)=x[ p@di+ [ Po@d, (x,y)eR’



e OR)={deM,(R)/'4A=1} et SO,(R)={4e O,(R)/det(A4) =1}.
e Pour un endomorphisme f de R”, la notation det(f) désigne le déterminant de ¥
o O(R") I'ensemble des isométries de R” et SO(R") ={f € O(R")/det(f)=1}.

e R" est munide la norme euclidienne associée au produit scalaire usuel <./.>.

Partie I.
1) Soit f e O(R").
(a) Montrer que, pour toute valeur propre réelle Ade f,ona: Ae{-11}.
(b) Soit F un sous-espace vectoriel de R”. Montrer que si F est stable par f ,alors
I'orthogonal F* de F est aussi stable par f .
1 0 0
2) Pourtout #eR,onpose: R,=|0 cos(d) -sin(6)
0 sin(@) cos(@)
(a) Montrer que, pour tout 8 € R, R, € SO;(R).
(b) Soit (8,8") € R*.Montrer que: R, x R, = R,, .. En déduire que pour tout p € Z et
feR,ona: ()" =R,.

(c) Pour quelles valeurs de &, la matrice R, est-elle diagonalisable sur C?sur R?

Partie Il.

Pour tout vecteur unitaire a de R’, on désigne par o, I'endomorphisme de R? défini par:
VxeR’, o (x)=2<xla>a-x
1) Déterminer I'expression des projections orthogonales d'un vecteur x € R?sur Ra etsur
sur H=(R.a)".
2) Soient a = (—1—,——1—,——1—), u =(1,-1,0),y =(1,0,-1) . Il est évident que:
NV}

H =Ra)" =vect{uy}
Soit: b =(2,1,1) . Pour tout (x,y) € R?, on définit £ (x,y)=|b—xu —y.v“2 .
(a) Montrer que: f(x,y)=2x" +2y* +2xy-2x-2y+6

(b) Montrer que la fonction f admet un minimum sur R? que I'on déterminera de deux
méthodes.

3) (a) Montrer que o, est une symétrie vectorielle différente de Iaf]RS :
(b) Déterminer ker(o, - Id_;) et ker(c, +1d;) .

(c) En déduire que o, est la symétrie orthogonale par rapport a la droite R.a.



(d) Rappelons que R® = Vect(a) ® (Vect(a))* . Déterminer la matrice de o, dans une base

orthonormée de R?, adaptée a cette décomposition. En déduire que o, € SO(R?).

4) soit € SO(R®) et a un vecteur unitaire de R*. Montrer que: rog,or™ = O iy -

5) Soit (u, v, w) une base orthonormée de R®. Montrer que: 0,°0,=0,.

Partie Il

Soit £ € SO(R’) tel que f # 1d ;. Onnote P, (X)=det(X.Id, -f).

1)
2)

3)

4)

Montrer que P, admet une racine réelle 4.

Soit u, un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre A4, .

(a) Montrer que (Vect(u,))" est stable par /.

(b) Montrer que det(f) = Zo.det(f/(m(uo»l) .

(c) Montrer que 1 est une valeur propre de f .

(d) Montrer qu'il existe une base orthonormée £ = (u,v,w) de R? telle que la matrice:
Mat(f,f)=R,, 0 R

On dit dans ce cas que f estla rotation vectorielle d'axe: A= Vect(u) etd'angle 8 ,on

écrit: f = R(K,B).

T
Avec les notations de 2) d), on suppose que 8 € [E,ﬂ] et on considére ['application:

v:R SR <f(x)/x>
(@) Montrer que y est continue sur R’, et calculer w(u) et y(v).
(b) Soit S la sphere unité de R*. On admet que /(S) est un intervalle de R .
Montrer que /(S) contient 0. .
(c) En déduire qu'il existe un vecteur unitaire a de R tel que: f(a) La.
(d) Onpose:b= f(a).Soit ce R’tel que (a,b,c) soit une base orthonormée de R’.
Montrer que: 0,0 fo(0,) o f " =0,.
Soit 1 € O(R*)—SO(R?).
(@) Montrer qu'il existe une base orthonormée f = (u,v,w) de R? telle que la matrice:
-1 0 0
Mat(f,p)=| 0 cos(f) -sin(@)|,0eR
0 sin(@) cos(6)

Si @=2kn, keZ, I'endomorphisme f est la symétrie orthogonale par rapport au plan

vectoriel H := (Vect(u))*, on écrit: £ =S, .0n dit dans ce cas que f est une reflexion.

(b) Avec les notations de (a), posons A= Vect(u) . Vérifier que:

7 =R(A,0)0 S.=8,° R(A,6)





