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Exercice

Soit n € N* et £ = R,[X] le R-espace vectoriel des polynomes de degré inferieure ou égal
a n. On définit sur F x E Papplication suivante:

>§.m

(;4): (P,Q) P)Q(t)e™* dt.

0

1. Montrer que I’application {:;-) est un produit scalaire sur E.

On notera |[|.|| la norme associée a ce produit scalaire et on, pose F = {P € E, P(0) = 0}.
2. Montrer que F' est un hyperplan de E.
3. Soit (Fy, Py, - -+, P,) Porthonormalisée de Schmidt de la base (1, X,--- , X") de E.

a) Vérifer que pour tout entier 0°'< k < n, les polynomes P; et P/ sont orthogonaux.
k

(b) En déduire que pour tout entier 0 <k < n, on a (P.(0))? = || P> = 1.

(c) Soit S € F* un polynéme non nul. Montrer qu’on a alors:

b 8= {1, 8) .YZ:P;C(O)Pk,

k=0

i. |S)?=(n+1)%(1,8)°
4. Soit pr la projection orthogonale sur F' et sr la symétrie orthogonale par rapport & F.

(a) Montrer que pr est un endomorphisme symétrique de E.

(b) Montrer que sr est un endomorphisme orthogonal de E.

(c) Montrer que VP € E, pp(P)=P — ﬁ—ﬂs;) S.

5. Soit d la distance associée & la norme ||.|| et le polynéme constant T(X) = 1.

1
vn+1

(a) Montrer que d(T, F) =

(b) Trouver alors d(T, F1).



On désigne par E 'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] & valeurs dans R et
par L, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions polynoémiales de degré inférieur
ou égal & n. On pourra identifier un polynéme P avec la fonction polynomiale de E associée.

On définit pour tout z € [—1, 1] une suite de fonctions (T, ).en de la fagon suivante :

T,(z) = cos(n Arccos z).

Partie 1

10.

. Calculer Ty, Ty et Ts.

. Montrer que pour tout n € N*,  T,,,;(z) = 22T, (x) — Tp-1(2).

. En déduire que Vn € N, T, est un polyndéme de degré n et a la méme parité que n.
. Caleuler T,,(1) et T, (—1).

. Pour n € N, montrer que la famille (7,, 77, ..., T;,) est une base de E,.

Vérifier que pour tout n € N, T}, (cos §) = cos(nf). '
2k+1

Pour n € N* et k € {0,...,n — 1}; on note par 6, =

Montrer que xj est une racine de T,,. En déduire toutes les racines de 7,, et justifier
qu’elles sont toutes dans [—1, 1]

7 et x = cos(bg).

(2]

. Montrer que cos(nz) = Y (—1)*C*(cosz)" (1 = cos’z)*,

k=0

n
ol [5} désigne la partie entiére de g

[

(SR

]

. En déduire que T,(z) = Y (—1)FCZHzm2(1 — 228

k=0

Montrer que le coefficient dominant de T}, est 2"7%, sin > 1.

Partie 11

1.

Montrer que 'application de E,, x E,, définie par

' P(z)Q(z)

——dT
-1 Vv 1— 22

(P,Q)— (P,Q) =

est un produit scalaire sur F,.

. Veérifier que pour tout (k,¢) € N2,

(Ty,, Tp) = /01r cos(kf) cos(¢6)d6.

Pour n € N, montrer que la famille de fonctions (T, 71, ..., T,,) est une base orthogonale
de ’espace vectoriel E,. Calculer la norme de chaque polynéme Tj.

Montrer que pour tout polynome @ tel que deg(Q) < n, on a (T,,,Q) = 0.

2



Partie III
On définit 'application ¢ sur E,, par :
VP € E,, ®P)(x)=(1-2*)P"(z)— zP'(z).

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E,,.

2. (a) Ecrire A la matrice de ® dans la base B = (1, X, ..., X") de E,,.
(b) Déduire que P est diagonalisable.

3. Montrer que VP, Q € E,,

(®(P),Q) = (P,2(Q)) -

(Ind. on pourra remarquer que ®(P)(z) = V1 — 22 (VI — 22P'(z)) ).

4. Moutrer que deux vecteurs propres de ® associés & deux valeurs propres différentes
sont orthogonaux.

5. On suppose que n € N*.
(a) Soit k € {0,...,n — 1}. Montrer que (®(T},), Tx) =0
(b) En écrivant le polyndome ®(7;,) daus la base (Ty, ..., T,,) de E,,, montrer que
(78 = M\ T

avec A\, € R.

(¢) Calculer le coefficient dominant de ®(7,,) puis déduire que ®(T},) + n?T;, = 0.

(d) En déduire que E,, admet une base orthonormale formée par des vecteurs propres
de ®.






