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Exercice

Soit (E,{, )) un espace ‘euclidien et S(E) est P'espace des endomorphismes symétriques de E.

1.

3.

4.

Soit f € S (E)\{a} tel que f est non bijectif et Sp(f) I'ensemble des valeurs propres de f.

(a) Montrer que 0 € Sp(f) et que f admet une valeur propre réelle non nulle.

(b) Déduire que E = ker(f) & Im(f).

Dans toute la suite, on suppose que f admet exactement k -+ 1 valeurs propres deux &
deux distinctes (A;)o<i<k, vérifiant : Ao =0et 0 < |A] < [Ao| < ... < I Akl-

Pour tout j € {0,...,k}, on note Ej,;(f) le sous-espace propre de f associé a la valeur

propre ); et p; la projection orthogonale sur Ej,(f ).
k

k

(a) A l'aide du théoréme spectral, montrer que E = @ E\,(f) et déduire Z p; =idg.
=0 i=0

(b) Montrer que p; o p; = 0, pour tout (3, j) € {0,1,...,k}* tel que i # J.

k

(c) Vérifier que Vj € {0,...,k}, f o p; = A;p;, puis montrer que J= Z/\jpj.
=0

(d) Soit p la projection orthogonale sur Im(f).

k k
En utilisant 1.(b), montrer que Im(f) = E,.(f), puis déduire que p = Dij-
J J

j=1 j=1

k
1
Soit g == E —Xfpj. Montrer que f o g = p. On dit que g est inverse généralisé de f.
=17

Application : On suppose que E est de dimension 4 muni d’une b.o.n B = (e, €2, €3, €4).

3 0 -1 0
' : 0o 1 0 -1
Soit f un endomorphisme de E tel que A = Mat(f, B) = T b A O
0 -1 0 1

(a) Justifier que f € S (E)\{0} et que f n’est pas bijectif.
(b) Montrer que Sp(f) = {0,2,4}. On pose A\g = 0, Ay = 2 et Ay = 4.
(c) Montrer que E = Eo(f) ® Ex(f) & Ea(f).
Vj € {0,1,2}, on note p; la projection orthogonale sur Ey,(f) et M; = Mat(p;, B).
(d)(7) Justifier que A = 2M; + 4M,.
(ii) Montrer E4(f) est de dimension 1 et déterminer un vecteur unitaire u € Es(f).
(iii) Déterminer po(z), Vz € E et écrire M = Mat(ps, B).
(iv) Soit g inverse généralisé de f. Déduire M at(g, B).
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Dans ce probléme, E = R[X] désigne I'espace vectoriel des polynomes 3 coefficients réels et
E, = R,[X] son sous-espace vectoriel des polynomes de degré inferieur ou égal A n, (n € N).
Partie 1 :

On désigne par ® I'application de £ dans lui méme définie par :
B(P)(X) = (1- X*)P"(X) - 3XP'(X).

1. Montrer que ® est linéaire et induit un endomorphisme d,, de E,.
2. (a) Ecrire la matrice A, de ®, dans la base canonique B, = (1,X,...X") de E,.
(b) En déduire que @, est diagonalisable.
3. Montrer qu'il existe une unique base B/, = (F,..., ) de E, formée par des vecteurs
propres P; unitaires tels que deg P, =k, Vk € {0, ...,n}.
4. (a) Calculer P, et Pi.
(b) Montrer que Yk € {0, ...,n}, Po(—X) = (=1)*Pe(X).
(c) On suppose que Vk € {2,...,n}, P,ICC(X) = Xk g X b ap o X2+ 4 ao.
-1

Vérifier que ax—1 = 0 et ag_o = e

Partie 2 :

1
1. Montrer que I'application (P, Q) + P()Q(t)V/1 — t? dt est un produit scalaire sur
=1
E que 'on notera (P] @) et ||.|| sa norme associée.

9. Vérifier que pour tout (P,Q) € E%, (XP| Q) = (P| XQ).
3. (a) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, (®(P)] Q) = (P| 2(Q))-

dx
(b) En déduire que, pour tout couple (k,k’) d’entiers naturels tel que k # k', on a
(Pi|Pw) = 0 et que la base B, = (P, - - P,) est une base orthogonale de E,.
(c) En déduire que ¥k € {1,...,n} et Q € Ej_1, on a (P| @) = 0. (Utiliser Partie 1 :
4.(c))
4. Soit k € {2,--- ,n}.

On pourra remarquer que Vz € [—1,1], ®(P)(z) = %—(—i—((l - :zQ)%P’(:c))
-z

(a) Etablir que P, — X Py est de degré au plus k — 2.
i

(b) Déduire que P, = XPp1 — ZP’“"Z'

5. (a) En écrivant X* dans la base B) de Ej pour tout k € {0, ...,n}, montrer que
(X*| Pe) = | Pell*.

1 s
(b) En déduire que (Py|X*?) = —k—z-——HPkHZ, vk € {0, ...,n}.
, k k-1 .
(¢) Montrer que Yk € {2,...,n}, || = ZHPdeQ - ——FHP,PQHZ.
(d) Calculer || Py, || P]| et montrer que ||P||* = —251-:3, vk € {0, ...,n}.



