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Devoir de Synthése N° 2 : Analyse
Durée :2H

Exercice : (10 points)
L’exercice contient deux parties I et II qui sont indépendantes.

Partie I

x—1

t
1. Soient z > 0 et 3 > —1. Montrer que la fonction t — g(t) = P

est intégrable sur

10, +00[. On désignera par
+00
@)= [ el
0

2. Soient || < 1 et z > 0.

(a) Vérifier que
] / ™ pat)ds / - (t)dt’< 1-b / - (t)dt
pp(t)dt — p1(t)dt|< —— p1(t)dt.
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(b) Déduire que

(¢) Prouver que

./Om«p,s(t)dt M) S (-1

e (n —|~ 1)*’

(d) Déduire que
)n 1

/0+ p1(t)dt = T(z) Z( -
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Partie I1
Soit @ € R%. Pour A € R, on définit 1'équation différentielle suivante :
(Py) : 29" + (a— z)y’ + Ay = 0.
Le but de cette partie est de trouver les solutions y, de (P,) développables en séries entiéres non

o
nulles. On note 4y = Z a,x”.
n=0



1. Montrer que pour tout n € N,

n—A
(n+ 1)(a+n)

Q.

an+1 =

2. En déduire que pour tout n € N*,

n—1

[T¢-»

k=0
Qp = ———————(y.

n! H(a + k)
k=0

3. Pour A =i € N, montrer que les solutions sont des fonctions polynomiales de degré 1.

Probléme : (10 points)

Le probléme contient trois parties I, IT et II1. Les parties II et ITI sont indépendantes, mais les deux
utilisent les résultats de la partie 1.

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.

Partie I
Soit k € N.
1. En calculant la dérivée k%™ de la fonction x —> ~ sur ] — 1,1], montrer que
—k k!
Vo €] - Z(%k); TS
2. En déduire que
ok
Vr €] - 1,1], ZC’“ ""——L;?:r
n=k 5 iL') ‘
Partie II

Un individu joue avec une piéce non nécessairement symétrique. On note p €]0, 1] la probabilité
d’obtenir pile.

e Dans un premier temps, il lance la piéce jusqu’a obtenir pour la premiére fois pile. On note N le
nombre de lancers nécessaires.

e Dans un deuxiéme temps, il lance N fois cette méme piéce et on note X le nombre de piles obtenus
au cours de cette seconde série de lancers.

Onposeq=1-p

1. Soit n € N. Préciser la loi de N et la loi de X sachant (N = n).



2. (a) Montrer que

+oc .
VEeEN, P(X=k)=) P(X=k/N=n)P(N=n).
n=k

avec P(X = k/ N =n) = P(y=pn) (X = k) est la loi de X sachant (N = n).

(b) En déduire que
k-1
VkeN, P(X=kK=—__.
(1+9™

(c) Déterminer P (X = 0).

3. Soit A €]0,1[. On considére U et W deux variables aléatoires indépendantes telles que U7 suit
la loi de Bernoulli de paramétre A et W suit la loi géométrique de paramétre A. On note
Z=UW.

(a) Veérifier que Z () = N.
(b) i. Montrer que P(Z=0)=PU =0)=1- A.
ii. Soit k € N*, Calculer P(Z = k).

4. En déduire que X a méme loi qu’un produit de deux variables aléatoires indépendantes, 1'une
étant une variable de Bernoulli et ’autre une variable géométrique de méme paramétre.

5. Déterminer alors I’éspérance E (X) et la variance V (X).
Partie III

On pourra utiliser dans cette partie les résults suivants :

Soient n un entier avec n > 2 et X3,..., X,,, n variables aléatoires réelles mutuellement indépen-

dantes. Alors, on a :

e si f est une application définie sur R & valeurs réelles, alors f(Xy), ..., f(X,) sont des varaibles

aléatoires mutuellement indépendantes.
n

e Si les n varaibles aléatoires X, ..., X,, sont d’éspérances finies, alors la variable aléatoire [] X;
k=1

7 n .
est d’éspérance finie et E (H Xk) = [] E(Xg).
k=1 k=1
Soit p €]0, 1[. On pose ¢ = 1 — p et on considére une variable aléatoire X & valeurs dans N* qui suit

la loi géométrique de paramétre p.

1. Montrer que la fonction génératrice de la varaible aléatoire X et donnée par

pt ] 11[
Gx(t)= ——, Vite|——, —]|.
©l = 2 *

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires a valeurs dans N*| indépendantes, de
n
méme loi géométrique de parameétre p. Pour tout entier n € N*, on pose S, = Y Xi.
k=1



2. Calculer 'espérance E(S,,) et la variance V(S,,) de la variable aléatoire S,,.

3. On pose Gg, la fonction génératrice de S,,.
11 pt \"
qq { © 1—qt
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Vte}*—,-[, Gs,(t) = (E) ZCE_"llqktk‘
q'q gy =2

(a) Montrer que

vVt €

| S

(b) En déduire que

4. En déduire la loi de S,,.
5. (a) Montrer que,

Ve > 0, IP’(

:?2-1‘25)5 2
n D

(b) En déduire que
2
1~331P(sn<?").

n

o 1 2 N ey
(c¢) Pour p= 3 montrer que n_l}gioo PR =1

Bon Travail



