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On considére la fonction

Partie 1.

1) Montrer que F est définie continue sur [0, +o00].
2) Prouver que F est de classe C? sur |0, +-00].
3) Montrer que F' vérifie une équation différentielle de second ordre & coefficients constants que
Pon précisera.
4) Démontrer que lim F(z) =0.
T—r+00
Partie II. On se propose d’étudier pour z > 0, la fonction
1 +00 cost . +00 gint
R{z) = h cosx(/ ————dt)—— smx(/ 7dt)
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Pour cela, on pose

400 5 +00 «f
G(z) :/ E:gé—tdlt, et  H(z) :/ S—ltr—;—édt.

et
1) Montrer que la fonction f: ¢t — ) est intégrable sur [1, +oo.

2) En déduire que pour tout z > 0,

—+o00 T
Ga)= [ Zla- [(Xla
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et
+28 sint % gint
HE)= [ Sra- [ THa
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3) Déduire que G et H sont de classe C! sur ]0, +oco] et que pour tout = > 0,

cos T sinz

o et H(z)=-

x2 x?



4) Remarquons que
R(z) = —i; —cosz - G(z) —sinz - H(z).
a) Justifier que R est de classe C! sur ]0, +oo] et que pour tout z > 0,
R/(z) =sinz - G(z) — cosz - H(z)
b) En déduire que R est de classe C? sur ]0,+oo[ et que pour tout z >0,

R'(z) + R(z) = 215

¢) En utilisant la question 2), justifier que mglfoo G(z) =0 et que wl}»}}-loo Fla) = 0.

d) En déduire que mgrfoo R(z) =0

Partie III. On se propose de montrer que pour tout z > 0,
+ 1 —co
F(z) = / S,
0 (z+ u)
Pour cela, on pose pour z > 0,
K(z) = F(z) — R(z)
1) En utilisant les parties I et LI, montrer-que pour tout = > 0,

K'(z)+ K(z)=0 et lim K(z)=0.

T—r+00

2) Déterminer les solutions réelles de I'équation différentielle : y”(z) +y(z) = 0.
3) En déduire que pour tout z > 0, K (z) =10 et que par la suite

1 +oo +00 gj
Yz > 0, F(:C)z;—cosa:(/ gqs—édt)—sinx(/ %r;—tdt)
T z

12
4) Soit z > 0.
o0 1 —cosu
a) Montrer que / —————Qdu est convergente et que
0o (z+wu)
/“'00 1- cosu /+°° 1—cos(t=1) it
o (z+u)? z t2

b) En déduire que

+00 1 — cosu
Y = F
/0 (z +u)? el

5) Soit (z,,) une suite de réels strictement positifs telle que Bxil z, = 0. Démontrer que
T o0
) +o0 1 —cosu 0 1 —cosu
lim (/ ———2du>=/ el
n—+oo\Jg  (Tn +u) 0 U
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6) En déduire que
du = —.

u? 2
o T . +o0 gin ¢
7) Déduire par une intégration par partie que / Tdt converge et que
0
+00 sint
/ L e
0 t 2





