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On désigne par F<la fonction zéta alternée de Reimann, définie par

+00 -l
) __1)n 1
Py =Y
n=1 ’

et on considére (f,,)n>1 la suite de‘fonctions définie par

(_1>n~1
fa(z) = .
Partie 1
1. Montrer que F est définie sur ]0, +oof.
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2. En admettant que — = —_ montrer qué F(2)= —.
! Z_; 2 6 NG

3. Soit y € [0, 1].
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(a) Verifier que :  In(l+4y) = / (Z(——l)”t"’) dt.
o Nome

+0o0 (_1).,1_1/ n

(b) En déduire que :  In(l1+y) = Z ‘.,

n==l

n

(¢) Montrer alors que F(1) = In(2).
Partie II

1. (a) Montrer que la série de fonctions g f, converge uniformément sur tout intervalle
n>1
[a, +o0[, pour tout a > 0.

(b) En déduire que F est continue sur |0, +-o00l.
2. Montrer que lim F(x) = 1.
r—-+4-0c

3. Justifier que F n’est pas intégrable sur tout intervalle [a, 400 pour tout a > 0.



4. Soit a > 1.
(a) Montrer que pour tout n > 2, f, est integrable sur [a, +oo| et déterminer la valeur
+0

de I, = / | fu()|de.

J

b) Montrer que la série
(b) I

nzs

(c) En déduire que G :x — F(z) —1 est intégrable sur [a, +oo[ et que

+00 +00  4\n—1
/ (F(:E)-l)d:r:z;%gi—x)lz;ﬁ.
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———— est convergente.
n®In(n)

Partie 111

Pour tout n € N et 2 € R, on note u,(z) = In(1 4 ™).

1. Montrer que la série de fonctions E u,, converge simplement sur |0, +-co|.
n2>0
+oo
On note S(&) = E uy(z), sa somme totale.
n=0

2. La série de fonctions E . converge t-elle uniformément sur 0, +oo[? Justifier votre
n>0
réponse.

3. Montrer que S est continue sur ]0;40c|.
4. Prouver que lim S(z) = F(1).
Ty 400
5. Soit = > 0. On pose ¥ : t € [0, %60 In(L4 e™).
(a) Justifier que v, est intégrable sur [05-oo].
(b) Démontrer que :

n+1
(i) Pour tout n € N, / D, (t)dt <gffr (248

i3
(i1) Pour tout n € N*, up(z) < / Ve (t)dt.
n—1
(¢) En déduire que

+co +00
[ wntoe < @) < P + [ vt
Jo 0
(d) En utilisant la partie I, montrer que
Yn(1
/ _n,(__iﬂldy — F(2).
0 Y
(e) A l'aide d’un changement de variable, déduire que,
72 F(2
—~<‘—> < Sk <FQOQ)+ ( )
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(f) Donner alors un équivalent de S au voisinage de 0F.

Bon Travail





