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Devoir de Synthése d’Analyse

Probleme

Partie I s . R po
On considere les suites de fonctions (fn)nen+ €t (gn)nen- définies par :

fold) = = et gala) = (‘n?".,

Vn>1.

On note respectivement f(z z fulx) et glz)= Z gn(z

=]
A) 1. Trouver les domaines de définition des fon(.t,lons f et g .

2. Montrer que g est continue sur son domaine de définition .
3. Montrer que lim f(z)=1.
T—r+00

; 1
4. Etablir que g¢g(z) = (235_1 ~Df(z) , Yz >1.
2 2
Déduire alors que lim g(z) = —1 et que ¢(2) = — ( on admettera que f(2) = 1 ¥
z—+00 12 6
+o0 "
5. On pose T(z) = —_ .
5. On (x) ; -

(a) Montrer que T est continue sur | — 1, 1] .
(b) Etudier la continuité de T' au point (-1) .

(c) Montrer que T est C* sur |-1,1[ et que T'(z) = l—i—’r , Vzel-1,1].
d) Déduire que T(z) = —In(1—z), Vze[-11].
)
)

a) Déterminer g(1) .
1
r—1

(
6. (
(

b) Montrer alors que f(x) s

+o0
B) 1. Montrer que, V n > 2, g, est intégrable sur |0,+00] et que / gn(t) dt =
0

+00
2. la série Z / lgn(t)| dt  est-t-elle convergente?

n>2
+o0
3. Pour tout n > 1, on pose R,(z) = Z gr(z), Yz >0.
k=n+1

400
Montrer que R, est intégrable sur |0,4+00] et que / Rylz)dxe — 0.
0

n—4c0



4. Déduire que la fonction z > g(z) + 1 est intégrable sur ]0,+00] et que :
= =y
1) dz = .
[ @+ ae= 300
=2

Partie I1 o : o
On considére les suites (Up )nen+ €t (Un)nen- définies par :

1 odt
Vn > 1, un:/ In(1+1") dt et ’Un:/ 0
+o00 (_1)k+1
k(kn+1)

k+1

+
2. Soit S(z :Z
= k+r

(a) Etudier la convergence normale de la série

1. Montrer que u, = Vn > 1. (Ind. utiliser partie I . A.5.d.)

sur | — 1,400 .

) Montrer que S est continue sur | — 1, +00[ .

(b
(¢) Pour tout n > 1, exprimer u, en fonction de S.
(d

’}T2

‘d) Déduire que u, ~ = .
) " notoo 120

3. Montrer que la suite (v, )nen+ est convergente et déterminer sa limite .

4. (a) Montrer, en utilisant une intégration par partie, que : In(2)—n(l-v,) =u,, Yn=>1.

In(2 " 1
(b) Déduire alors que vy, ol 1-— n7(7, ) 1;2 o(;L—,z—) .
s +oo p
Dastie 200 Pour a fixé dans ]0, 1[, on considére la fonction h,(z) = Z 9,— :
n®
e —1

1. Montrer que h, est définie sur R .
2. Montrer que, V z > 0,

k+1
/ @ <
Jg ¥

+o00
3. Montrer que la fonction G(z) = / et dt est bien définie et strictement positive
0

o Eogt
CVE>1 et —,—g/ Cat. VEk>2.
’ k® -1 U°

%5

sur | — 1,400 .
4. Montrer que Vx > 0, la fonction ¢ alt~® est intégrable sur [1,+00] et que :

+o0 +00
/ alt™ dt < he(x) < / at™" dt +a .
1 1

5. En utilisant le changement de variable ( u = —tIn(a) ), montrer que :
+00 2 1 +o0
et T dl = = / u e " du .
/l <— hl(a’))l‘m —In(a)
G(—x)

6. Déduire alors que  hg(x) ~ vz €]0,1] .

a—1 (1 — a)l~:n ’





