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Probleme :
Un robot se déplace entre deux points A et B. A chaque instant n € N*, le robot se trouve
en B avec probabilité p €]0, 1], et se trouve en A avec probabilité ¢ = 1 — p. Le passage d'un
instant au suivant se fait alors d’une maniere indépendante.
Pour une variable aléatoire X & valeurs dans N, on rappelle que la série génératrice de X est
donnée par Z t*P(X = k) et que sa somme Gx est appelée fonction génératrice de X.

k>0
Partie I :
Dans cette partie on suppose que le robot part du point A (& instant n = 0) et que ’expérience

s N b )

s’arréte dés qu’il se trouve en B. Soit Y linstant ”n” ou le robot se trouve en B.
1. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y et donner P(Y = n) pour n € N*.

2. Donner E(Y) et V(Y).
On note Ry le rayon de convergence de la série génératrice de Y et on note Gy la fonction
génératrice de Y.
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3. Montrer que Ry = — et que pour tout ¢ € } - [ : Gy (t) =
q

4. Justifier que Gy est deux fois dérivable en 1 et calculer Gy (1) et Gy.(1).
5. Retrouver alors E(Y) et V(Y).
Partie IT :

1

Soit z € C, a € C* et b € C*. Pour n € N, on pose u,(a) = ——.
a™”

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série E un(a)z" et calculer sa somme sur
n>0

} - R: R[
Dans les questions suivantes, on suppose |a| < |b|. On définit pour tout n € N :

g = Z uk(a)tn k(D).

k=0

1 < {d\* 1 1 1
Montrer que : v, = e ; (E) T h_a (an+1 N bn+1) :
1

7 T T
n—+oo (b — a)an+!

4. En déduire que le rayon de convergence de Y v,2" est égal a |a| et que pour |z| < |a| :

1 =
m = ZURZ .

o

3. Justifier I'équivalence v,

n=0



5. Déduire que la fonction f : t —

2

(t—a)(t-10)

est développable au voisinage de 0 en une

série entieére de rayon de convergence |a|. Donner son développement.

Partie I1I :
Dans cette partie on suppose que le robot part du point A (a Pinstant n = 0) et que I'expérience

9,

s’arréte des qu'il se trouve deux instants consécutifs an point B. On pose Z instant "n” ou
Iexpérience s’arréte. On consideére les événements Ay ="Le robot se trouve en A a l'instant £”

et Bk.

1.
2
3.

5.

="Le robot se trouve en B & I'instant k”. On note p, = P(Z = n).
Calculer ps et ps.

Justifier que (A1, B1 N Az, By N By) est un systeme complet d’événements.
Montrer que pour tout n 2 4 : p, = qpu—1 + PgPn—2-

On note Gz la fonction génératrice de Z.

Etablir que pour |t| < 1: Gz(t)(1 — gt — pgt?) = p*

On pose pour t € R : Q(t) = 1 — gt — pgt?.

Vérifier que Q(t) = —pq(t — a)(t — b) ou a et b sont deux réels a déterminer en fonction
de p et g tels que |a| < |b].

En utilisant la question II. 5., montrer que le rayon de convergence de la série génératrice
de Z est égal a |al.

7. Déterminer p, en fonction de n, a et b pour tout n > 4.

8. Justifier que Z admet une espérance finie et la calculer.

Exercice :
— Le rayon spectral d’une matrice A € M,(R), de spectre non vide, est défini par :

— On munit M,,;(R) de la norme euclidienne : Xz =

p(A) = max{|\| | X € sp(A)} ou sp(A) désigne le spectre de A.

i+

— S,(R) désigne le sous espace des matrices symétriques reeﬂeb

1. Justifier Vexistence de p(A) pour A € S, (R).

o

o

On considére une matrice diagonale D = diag(Ay,--- , An).
Montrer que pour tout Y € M, 1(R), on a : ||DY||s < max{|As; 1 < k< n}|Y .
Déduire Juc pour Ac \E Sn\xm) at X € ./Av'{n l\n\} Oii a : “1111 “z < ;J\A)Hzx Hz \uu I"d.ppCHC

que pour A € 9,(R), il existe une matrice D diagonale et une matrice P orthogonale
tels que : A= PDPT)

Soient A, B € S,(R), A une valeur propre de A + B et X, un vecteur propre associé a
X. Montrer que : [[[Xxll2 < (p(4) + p(B))]| Xx Lz

. Montrer que p est une norme sur S,(R).

6. pour A € S,(R). Vérifier, pour k € N* : p(AF) = p(A)¥, et déduire que

(A*)ren+ converge vers 0 si et seulement si p(A) < 1.

Retronver nar une autre méthode le résultat de la question précédente.



