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1" Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
4 la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.

Exercice /( 5 pts) I

-1

Soit A = € M3(R); on note v Pendomorphisme de R® canoniquement associé a

N2 = R
S =

1
2
- la matrice A.

1. Calculer le polynome caractéristique x4 de la matrice A et on déduit que A posséde une

seule valeur propre A a préciser.
2. Déterminer Ker(v — Midgs), le sous espace propre de v associé a la valeur propre A.
3. La rhétrice A est-elle diaéonaliéa})lé ‘dans Ma(R)? Estélle trigonalisable dans Ms(R)?
Justifier.
4. On cons1dere g endomorphlsme u'=1 — 2idgs et on pose e; = (1,0,0),
(a) Montrer que l’endomorphlsme u est rulpotent - '
(b) Déterminer Ker(u?) puis vérifier que ey ¢ Ker(u?).
(¢) Montrer que la famille 8 = (u (61) u(ey), e1) est une base de R?. -
(d) Ecrire T la matrice de v dans la base .%, puis exprimer la matrice A en fonction de
T.

5. On définit 'exponentielle d’'une matrice M € My (R) par :
exp(M) = Z E-'A/[k'
k=0

Calculer exp(N), avec N =T — 2I3.




Probléme /(15 pts) I

On considére un entier n > 2 et on note £ = M,(R) le R-espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n & coefficients dans R et (Ejj)i<i,j<n la base canonique de M, (R). On note
également S,(R) ( respectivement A,(R)) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques,
(respectivement anti-symétriques). On considére F' = L(E,R) V'espace vectoriel des formes
linéaires sur E.

1. Soit ¢ : E — E l'application linéaire définie par : A — tA.
(a) Vérifier que ¢ est une symétrie de E.
(b) Déduire les valeurs et les sous espaces propres de .
(c) Justifier que I'endomorphisme ¢ est diagonalisable.
9. On note par ¢ :  — F, application qui, & toute matrice M € E, associe la forme
linéaire g(M) de E définie par :
VAe E; g(M)(A) =Tr(MA).

ott Tr désigne la forme linéaire trace.
(a) Montrer que g est linéaire.

~ (b) Montrer que, V(i,5) € [1,n, g(M)(Ey) = mjs 0% M = (mi)i<ij<n € M (R).
(c) Déduire que g est injective.

. (d)- Justifier que g est un isomorphisme de E sur F.

i |

On considére un élément non nul v de F’ et on définit ’endomorphisme 9 de £ :
p:E—E, A PW(A) = u(A).I,.
1. (a) Justifier qu’ il existe une unique M € E telle que VA € E; P(A) = Tr(MA).I,.
(b) Déterminer Im(1), puis déduire que Ker(y)) est un hyperplan de F.
(c) Verifier que : ¢y o1p = Tr(M).p.
(d) Montrer que : Ker(¢) N Im(y) # {0} si et seulement si Tr(M) = 0.

(e) En déduire que 1) est diagonalisable si et seulement si Tr(M) # 0.



3. Dans cette question, on suppose que M € S,(R) et que Tr(M [N
(a) i. Montrer que pour tout A € £, on a (éig—t—f—l) € Ker(¢y).
ii. Déduire que E = S,(R) + Ker(¢).
(b) i. Calculer dim(S,(R) N Ker(¢)).
ii. Vérifier que I, € Ker(v).
iii. Montrer que
Sa(R) = Vect(I,) ® [Sa(R) N Ker()].
(¢c) Montrer que A,(R) N Ker(yh) = A (R).
(d) En déduire que B = Vect() ® [So(R) N Ker(¥)] & [An(R) N Ker(y)].
4. On considére I’endomorphisme f = ¢ + 4.
(a) Montrer que sp(f) = {1+ Tr(M), 1, —1}.
(b) Trouver les sous espaces propres associés.

(c) En déduire que f est diagonalisable.



