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Exercice.

On considére 'application

N:R[X]—R, P+sN(P)= / - |P ()| e .

1. Montrer que N définit bien une norme sur R [X].

2. Soit P, (t) = t™ pour tout n € N. Montrer que N (B,) = nl.

|Probléme. |

Partie 1.

(2}

pour tout n € N*, . -

e

L. Soit (7V,,)nen+ 18 suite définie par, v, = —In(n) +
k=1

| 1

(b) En déduire que (7,), oy €st convergente. On note v sa limite.

1 1
2. Montrer que Z (—— —In (1 + ~>) est convergente de somme .

n>1 T

+co
1 Ly
On pose pour tout n € N*, r,, = Z (; —In (1 4 E)) 5

k=n+1

]
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Justifier que lim r, = 0 et montrer que pour fout k € N* In (1 * E) =

1 2. R . .
4. On admet que 7, ~ 5 Etudier la nature des séries suivantes:
2n

@ Xr. | (®) @B%) / EONEes
Partie IT

: . 400 —t
5. Soit x > 0. Justifier Pexistence de I'intégrale / ——t——dt. On pose alors,

+ooe—-t
R(z) = / <

6. Montrer que R est de classe C' sur |0, +o0 et calculer R’ (z) pour tout z €]0, +ool.



7. Soit @ et B deux réels strictement positifs.

Foo o—at _ 6—/35
(a) Montrer que la convergence de l'intégrale / ——————dt. On pose alors,
¢
0
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He, #) = / ..
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(b) Soit € > 0. Montrer respectivement que,

+oo —at +00 —at —Bt Be _—u
e % e =g € ;
/ dt = R (oe) et / —dt = / du.
s t & t —

be ,~u 5
(c) A T'aide d’un encadrement, montrer que llim0 == = lp <—> . En déduire la valeur de
E—

_ U a
I{a;B).

e

Partie III.
On désigne par ¢ la fonction définie sur [0, 1] par
1

e Ly
Py site]o, 1]
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DO et |t

sit=20

8. Montrer que ¢ est continue sur [0,1] .
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9. Moutrer que / w (t) dt converge. On note J = / @ (t) dt
. 0 0

10. En effectuant le changement de variable u = —In (1 — ¢). Montrer que
oo L—u 1 — et
J = j h{u)du, ouh(u)=1-
Jo g [

11. Pour tout n € N*, on pose :
T, 10,400 — Rt — h(t)e™.

(a) Montrer que ¥,, est intégrable sur |0, +oof et ‘que,
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/ \Dn{t)dtz———ln<n+ )
5 n n
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( on pourra utiliser Qu.7.c)

0, ()~ h () = L /
k=1

+oc % -1
i /0 (Z e (t) = ——h (t)) dt =0

(b) Montrer que

(¢) En déduire que

k=1

12. Conclure que J = v.

Fin de'P'épreuve




