Institut: IPEIS

Examen 1 d’analyse.

Année universitaire: 2025 — 2026

Filiére: PT2

Exercice.

zh

Soit p > 2 un entier naturel. On note M, (C) Téspace vectoriel des matrices carrées d’ordre p, muni

T'une norme |-, vérifiant la propriété suivante:

ICDI < |CIID]l  pour tous C, D € M, (C).

1. Montrer que si [|D|| < 1 alors la suite (D), converge vers la matrice nulle.

N

. Montrer que Papplication

T: Mp(C)x M, (C) — M,(C)
— C.D

(C,D)

est continue.
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Dans toute la suife, on considére une matrice A d’ordre p dout la suite des puissances { A”)

vers une matrice 5.

3. Montrer que B est un projecteur. En déduire que Sp (B) c {0,1}.

4. Soit A € Spc (A

{a) Montrer que pour tout X € M1 (C)N {0}, X' X est une matrice non nulle d’ordre p. En déduire

quse,
(b) Vérifier que pour tout n € N,
5. Prouver que:

| Probléme. |

On se propose d’étudier, suivant les valeurs du parameétre « la fonction

’artie I: cas générale o = R,

oit € R
6.—"“‘,
I. Montrer que la série — conver
7 X
n>1 A
2. Etablir que 3, définit une fonction continue ot décroissante

o

que !Zi <1},

converge




Partie II: Un cas particulier o = i%.

Afin d’alléger les notations, on pose dans toute la suite:

+oo e~

f@):=5

e —nT

1. Etudier la convergence normale de la série E NG sur R%, puis sur tout intervalle de type [a, cof ot
n>1

wk

a >0

2. La convergence est-elle uniforme sur R* ?

3. Montrer que lim f(z)= +occ.
z—s0F

4. Montrer que f est de classe C! sur R%. et que f’( z)=—g(z).

o

5. (a) Montrer que pour tout z > 0,
+oco U oo o UT
/ du < f(z) < / du.
J1 \/E <0 \/E
(b) A l'aide d’un changement de variable montrer que,
+co e—ua:d /",E:
U= 4/—.
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On rappelie que e dt = =
Jo 2
(c) En déduire un équivalent simple de f an voisinage de 0.
” ;
8. On pose u, = E /T) —2y/n
Be=g VK
(a) En étudiant la nature de la série g Un+1 — Un, Montrer que la suite {1
n=1
(b) En déduire qu’il existe M > 0 tel que,
| +co ] —
- - e
% N U WL < M -
| et 1 w6
In=1 i
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- . o ) f(x)
Seit A la fonction définie sur R* par, A () == ( p e
1
7. Donner un équivalent simple de A en 0.
8. En utilisant le produit de Cauchy de deux s
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9. Montrer que pour tout z > 0,

29 (z) = h(z) =3 e

VT

=
2x3

10. En déduire que g (z) ~
0

Partie IIL. cas o = 1 sur une partie de C.

1. Déterminer I*¥nsemble des (1,1) € R x [0, 1] tels que
11— te™| = 0.
2. Soient (a,b) e R?telsque 0 <a<b<Tetz € [a, b]. Montrer qu’il existe m € R tel que, pour tout
tel0,1], :

11— | > m.

3. En déduire que pour tout z € 10, 7], on a

14 "
n—+oo fg 11— ze”{

4. Soit N € N*. Montrer que pour tout z € |0, 7] et tout ¢ € [0,1], on a
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5. En déduire que pour tout z €0, 7. 1a série S°__, converge et que l'on a
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