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n+1
Exercice 1. Soit la série Zm , ol z est une variable réelle.

it
1) Posons pourn € N* , 8, = ——.0Ona:

n(n +1)
} n+1
. Qn4y1 . .
im | /=X = 1 = la série ur rayon de convergence
R=1.

2) a) La fonction z — §(z) est de classe C*° sur -1, 1{ et Yz €]-1, 1[, on

a:
+00
(@) = ):.. et §"(z) = Exnl e =
n=0

b) D’aprés a) , on a pour tout = Gz}-l B!
. §'(z) = §(0) + f §"(2)dt = / TLE“‘ e 51 %). s-qnt danue
0 0 &=
T
pour Zekt 1 Sl S0} & f S(t)dt = — / Log(1 — t)dt
0 0

Une intégation par parties donne :
S(z)=z+(1—z)Log(l-z),vz€]-1,1[.

3) - Pourx:% ona:

1  fes 1 ;R | 1
S =32 D ~2 T 3T

ZZ"n( n+1) E Lng.
- Pour z = --2— ona:
s s pan s
Z2ﬂn(n+ 5= "3t 3l93



—oo 1\n+ ;
N -/ = 3 poe —1
= 2 ’"n{_n T1 = 3L092 ) 8
S 2
Pourz=-,0ona
3
D) L WG 1
2 1,2, g
S == —{(=)" = —Log= = Log3
3 n'3’ 73
9 ) n=1
Nd| +o0 ,
=Y =(Z)" = Log3
b 7]
n=1
. : 9 ‘ :L'n+l i 1 1
4)a,)Pourg:z:|=1.ona:! — = *lﬂg—g.
nin+1)] nn+1l) " n
Comme la série 2—5 est convergente (série de Riemann) , i en résulte
| 2% nzln
4,2 n+1
! 3 e z .
que la série Z——\ est absolument convergente et par suite elle est
ni{n + l)
n2l °
convergente pour |z| = 1.
1 1
5 )Ona: ——=—-—-—— ¥n2> L.
nn+l) n n+l
N
1 1
=>VN21.E—,-———\=1~ :
' n(n-+1) N+1
n=1
gl |
22

+00 1 N 1
D’on —— = lim Y ——— =1
g ;n(n +1) N—.-:~oongln(n +1)

=y — =1,
n=1 " i

Exercice 2. Soit ’équation différentielle
T { oy'(z) + ¢/ (z) + 2y(z) = 0
\7)
y(0)=1.

+00
1) Soit y(z) = Z%I" pour z €]-p , p[ , avec p > 0. Alors on a :
n=0

(S}




vz €-p, ol , ¥'(z) = /,vna,nrn‘1 et (z) Y"L(n — Tazz™ 2.
; - n=1 ) ) n=2
Il s’ensuit que si y(z) vérifie (x) sur |-p , pl , alors

—C0
Zn(n —Danz™ ! + Zna,n:c" 14 E:a‘,,.z:’“”1 = @

n=2 n=0
Ce qui donne pour z €}-p , p[ :
+00
a; + Z/m— 1)2an1 +an1)z* =0
n=1
D’ou
al =0
e
an-1 \
}b‘ An+1 = (q+1)2,Vn21-

Comme y(0) = l.=> ap=1
On déduit alors que :

ag=1;a1=0
et
an—1
Hl = il
2) - Ona:vn>0 =0 L
..) na: m20, ape; = et azn—m.

r 1\‘"
D’ot pour z €]-p , p[ , y(z) = Z4n nnz ",

1
x A2(n+1
- On a lim f(—l
n—+00 | a2n

R =+x.

| ‘
| = 0 = la série y(z) a pour rayon de convergence
]
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Exercice 3.
1) a) Soit g(z) = Arcsin/z ,pour 0 <z < 1.
- £ — +/z est dérivable sur |0 ,1] et ¢t — Arcsint est dérivable sur |-1 1],

d donc la fonction g est dérivable sur |0 ,1].
1

1
@ - De plus pour tout z €]0 ,1[;9'(:3):9\/5\/1—:5:2 Z(l-z)




On a: | dr=2 | o{z)de
'J/T?\‘; J 0 vz{l —z) 4
¢~ = 2(g(1) — g9(0)) = 2Arcsinl = 7.
Qe T i [ T D iR L < L
¢) - Soit I = vfl———d:n.Losonsx=31n"9.')§r9:;
9 -z 2

= dz = 2sinf cos6d8.
Alors on a :

. /3 sinf SN
i =2 cos @sin 8d6
J o cos
s,
=2/ sin® 9df
0
<3 <
=/ (1 —cos26)df = —.
0 2
s ',
= 7 |
23 :'/ 1/ dz::-)—'
/ Joyl-z 2 |
3
. ! z2 % .9
- Soit J =/ : dz. Alors on a ( avec z = sin” )
ovli—-z
x x
2 2 )
J =2 sin49d9=2/ sin® §(1 — cos® §)df
Jo 0
£ 0 a0
=2/ sm29—;/ sin® 26d6
0 4J0"
7. I [ e
s sin”“ tdt
VA < 0
O
LR T N
| 3 |
| /“ 2 ; 3 |
)-) Jovli—2z 8 |
2) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. On pose pour z €]0 , 1],
f(z) = = et on considére une variable aléatoire

my/z(1 — )
X :Q —]0,1], de densité f.

a) D’aprés 1-b) , f est bien une densité de probabilité sur |0 , 1[.




.
) %

/ dz = -
\/ 1 e )

V(X) = E(X?) - (E(X))?
1 a . 3
~ e / > 27\ o : 2 3
Or, E(X*) = | z°f(zids=— . ar = <
1o ™ /ovl—z 3
. e S 1 1
DounViX)==—~==—=
8 4 )
0 :s1t <0
» \ it 2
Y Fit)=PX <) = [ f(z)dz = —g(t) ;si0f<t<1
J o 7
1 ST
C’est a dire
0 =gl <l
7/ 2 T
F(t)=<¢ —Aresinyt ;si0<t<1
ig
1 sit>1

c)Sit<0(resp.t>1),alors1 —-¢t>1 (resp. 1-t <0).
Cequidonne: F(t)+ F(1—-t)=1 sit<0Oout>1.
Maintenant si 0 <t <1 ,alors0<1—-t<letona:

[t (z=1-%)

-1
Fa-t)=[  f@)e =0 [ ree
0 t
Dousi0<t<l1,
t 1 .
Foy+Fa-0= [ fode+ [ reds= [ reue=1.
( :
On en décuit alers que Yt e R, F(t) + F(1 —-t) = 1.

d) P(X < 3) = F(3) = 5 (d’aprés ¢)).

J =\

| _ 0 - G A0S0
3) a) - Fz(t)=P(VX <t)= | F(#?) ;sit>0

C’est A dire

Ut




F ot = PlglX, €t)=Pldresinv X <t
( sit <0
v : 3 4\ . T
— J P(X <sin“t) :si0<t< =
) 2
’ 1 -5l > iyt
1L 181t 2 —
N -
(0 sit <0
= 2 5 T
(14) Fi(t) ={ —Arecsinvsin®t ;sid<iti< =
\"// = T - VA
1 :sit Z =
C’est a dire
0 sit<0
o e < S i
o ) = =T . sl 4 =
F;(_‘ \_t = T oo 2
1 LRIl = 3
s 2
b) - La variable aléatoite v X a pour densité h(z) = 7 =
TV 1 —z*

(3)]

(VX : Q-]0,1)

)

“
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Exercice 4. Soit ({2, A, P) un espace probabilisé et soit p €0 ,

A D

! i
) .

; ‘\_,‘
l) Ona:
D/ 1 ‘7
% \"1711-1/

P{An+1/An)P(An) + P(An+1/Bn)P(Bn)
+P(An1/Cn) P(C,) + P(Ans1/Dn)P(Dn).

Or, P(An+1/An) =0, P(Ant1/Bn) = P(Ant1/Dn) =p
et P(An*l,an) 1= 2p

D’od an+; = 0.an + pbp + (1 — 2p)cn + pdn,

Unti =

(=1




©)

De méme , en &crivant
»n déduit que :

\ / 19 \ /

/' Gnt1 \ [ O 2 -2 p \ [ an

| On+1 - ! p 0 p 1-2p bn

| e | 1-2p p 0 p Cn

\ dnst / \p 12 p 0 /\dn
Cestadireme N, X,.1=MX,.

I

2)

a) - On peut montrer que si au; +Bus—Auz+uuy = 0 = o
c’est a dire (u; , uo , u3 . ug) est une partie libre de R*
une base de R%.

Ou encore

/1 0 0 0 /1

. 142 0--2 1

- rgiuy , U2 , U3, U4} =TG 1 0 -2 -9 =rg 1
iSae 1

f 107028 1

Lo el | |1

= {alestinices—1 1

P R R 1

Par suite, B/ = (u; , uz , u3 , u4) est une base de R%.

- On a aussi :

| T+ 1 sl
I (e
. . (S & FU = ap 4
dét{uy, uo, usz, uq) = | e =716 =£ )
{ l p & it -1
1 -1 -1 1

== = =0y
et par suite c'est

(@]

b
_ O oo O o

= B = (u; , us , u3 , us) est une partie libre de R* et par suite c’est une

&




3) Soit f '’endomorphisme
B de R* soit M.

b)

de R* tel que la matrice dans la base canonique

/11 0 0 \
. bl ol 0 1-4p O ) { et mue )
a) On a: D =Matlf; B)= [ BOAL T (d’apres 2-b).
\ k-0 <p-1 U |
\ 0 0 0 Zp-l /,/l
b e e |
e : I Sl A1
H-Ora: @=1{ ., Kk 1 et M =QDQ™".
' L D g o 1
1 2=l
c)Ona: @Q*=4I

.,
=1 i
= = 4@.

4)a)Onapourtoutn>1: Xp=M"Xy=QD"Q X,

1
= X = EQDHQ-’YO , Vn 2 1.

b) Puisque a l’instant zéro . le pion est en A , alors on a :

1 1
.Yg == 3 . D’ont Q:’(’g = ) = Uz.
0 1
L0/ 1
l/ l \
-
- DX | G
\«p — 1) |
(2p—1)" /
ey e \
oy o AT R (1 - 4p)™
RS B e s (2p - 1)"
1 -1 -1 1)\ (@2-1)
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4

1
(5 !
\yl —:(‘_

4

4

(1=01—4p)" = 2(2p — 1}™)
1 1 n\
(I =(1—4p)*)

1 - 4p)* ~2{2p—1)")

1—(1-4p)")

c) Comme [2p— 1| < 1 et |1 —4p| < 1, alors

lim (1-4p)"= lim (2p—-1)" =0.
n—-+oc n—-4-00 " :
o = e 3 T
Il s’ensuit que lim ap, = lm b, = lim ¢, = lim d, ==
N——00 n—-+oc n—-+oco n—-+c0 4’

o b o ol o o o o o ol o ol o ol e o o oo o o s o o o oo o s e s o o oo o o i e o oo o




