Corrigé de I’épreuve de Mathématiques : Section biologie
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La. x4(A)=—-A(A—=1) (A +4).
b. A admet trois valeurs propres distinctes 0, 1,-4 donc A est diagonalisable.

1 1 1
2.a.P=1]2 -1 1 |; detP=—1:+#0.
1 0 1

Done (vy, v, v3) est une base de R3.

b. Ona: f(v)) =vi; f(va) =0 et f(vz) = —4us.
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donc D=Mp(f)=| 0 0 0
0 0 —4
z x rt+y+z=21a r=1a+y — 27
3. Pty =Y |=<{ 2x—yd2z=9y <= y=z —2
z z rz+z=2 z=-2 —y +32
1 1 =2
d’ou P71 = 1 0 -1
-1 -1 3
00 0
4. a. A=PI1CP=1] 0 4 0
00 —4

b. Les valeurs propres de C sont —4, 0 et 4. donc C est diagonalisable.

Ony2 Qny-1 0
5. Yn.{.g = Dy,n+1 + AYn — bn+2 = 0 -+ 4b,,
Cn42 —4Cn i1 —d4cy,

Qp42 = Qpq4
Donc bpyo = 4b,

Cnte = —4Cp1 — 4Cy
b.Ona:ay=-1", a,=-3 Vne N~
bia = db, = b, = a2" + f(—2)".
bo=0et by = —1 donc b, =1 (-2"+ (-2)").
Cnta +4¢ny1 +4¢, =0 donc ¢, = (an+ 8) (—2)".
co =2 et c; =4 donne ¢, = (—4n+2) (—2)".
6. Xnya = AXpy1 + CX, = Xnsg = PDP-'X,,,, + PAP1X,,

1




On pose : Y, = P71'X,, donc Y,y = DY, 1 + AY,,.
Ona:Yy=P1Xpet Y1 =P1X,.
-3
D’ou Y, vérifie les hypothéses de 5. ie Yo ={ 1 (—2"+(-2)") |Vn €N~
(—4n +2) (-2)"

=34+ (2" — 12" —4n (-2)" + 2(-2)"

Xy = PY, = 6 — +(—2)" + 12" — 4n (-2)" + 2(-2)"
—3—4n(—-2)" + 2(-2)".

Exercice 2
11

1. Nous devons avoir & [ [(2z + 3y?)dzdy = 1.
00

1 1 ,
D'ou k [[z*+ 3y’z|jdy = k [(1 + 3y?)dy = 2k = 1.
0 0

Par suite k = (.5.

t z t2 3
2.a.Ona F(t,z)={ [(z+ 2)dwdy— “ELEy sit et z appartiennent a [0, 1],

1z 3 2) z 2 oy

b. = [ [(z+sy")dady == + = sit>1et z appartient a [0,1].
00 2 2 2
t 1 t t2 . .
=[f(z+ y da:dy—§+—é~ si t appartient & [0,1] et 2 > 1.
00

d F(t,z2)= j ](z - ng)dwd’y =1sit>letz>1
00

3. Les fonctions de répartitions marginales sont définies par

0 st <0,
F(t,+o00) = J %(t—ktz) si 0<t<1, ,
! st t> 1.
(0 s1 z <0,
F(400,2) = { —;—(z +2%) si 0<2<1,
! st z> 1.

4. Le ca,lcul donne
B(X) = ff (z+ y xd:vdy——z

12°
; 1 3 5
E(Y)= [ [(z+ -y*)ydzdy = .
00 2 8
11 17
EXY) = [ [(z+ 3y*)zydzdy = T
00




On en déduit que

1
X)Y)=
Probléme
" Partie I

1. ]0=22r" et 11:1.:

2. a Inyo= fo% cos™?t dt = folfr' cos"t ¢ cost dt

= [sint cos™! t]é‘} +(n+1) .[0% sin’t cos™t dt = (n+ 1) I, — (n + 2) L.
Donc (n+2) Inya = (n+ 1) I, = I, = 231, .

b L = 2n—-1 1w _ 2n)! m# Chw
TR o 22 2m(pl)22 0 40 2
on 2 2%(n!)? 4"
12n~+1 =

Mm+171 (@n+1) (n+1)CL
3. a. Ona,:VtE[O,g], OScos"+1t§cos"t:=>0<In+1~<_In=:>£’g~l~_<_1.

n+2=1n+2<ln+1<1.
n-+1 L, — I, —

< In <1 ie lim Inia = 1.

Comme 0< Ipo < I <1, =

D’ou

n+1 I'n, B n——++00 I
I 4_’” . 13 -1
b. lim 2 -1 <= lim 02”3 =1.
n-—r+co  loy n—+00 (Zn + 1) ‘2'n, 4r 2
4m 2 1
e. lim = /7 car “ = (n — +00).

n—-+400 CZn\/_ 2n -+ 1

Y, 2 . Y
. CF,, est équivalent &

n

Jm

quand n — +o0.

Partie I1

2
(n+1) -1- donc R =

C"ﬂ
1. a. n_
Ome Ga = Gnta)@nt) 4

W (1IN 411
b. C2n(~> mﬁﬁ@—ﬁ.(n—»—l—oo)

1 n
OrYy — \/_ diverge donc Y ,C%, (Z) diverge.

mb!l‘—‘

1\" .
c. .C8 (——) est une série alternée.




1 n+1
: +1 [
G o /I\" 1 0 (n— +oo) et G;"+2(4> 2nt+l
— o — = .
OHme “an 4 \/'mr_) " ool e 1\" 2n+ 2
an Z

0" .
donc la suite ( 4 (Z) ) est positive décroissante vers (0 , d’ou d’aprés le critére

n
de séries alternées : Y C%, (—Z) converge.

2.a. Vaze}—~i,;1i[, S’(a:) 2" Chx"” L

Donc Z —2nCy 2" + snCp ™~ li}'~S’(a:) Vxe]—i,i[ ~—:§» S(DC}*"G;&){{-IF_)

=1

L)___doncﬂkelR tel que \‘/:ce} ii[ , S(:E)=—-—£———. S(D()
B 1'

7
Or 5(0) =1 dot S(z) = ——
. = il %
V1 —4dx
Partie 1T
L(E):(1—2Y)y —ay=1.
+0o0
a. y(’ﬂ) = E Azt
+oo
yl(.’E) = E (2'I'L -+ 1)a2n+1x2"
n=0
) ay = 1,
done (1 —z*)vy(x) —zy(z) =1 < - 2n
(1) y/(z) - ay(a) DR, s = 5

4'”
(272, + 1) cr. '
b Gani1 _ 2n+3
D Gones 2n+1

Donc le rayon de convergence de la série entiére 3 agny 122! est 1.
) n>0
done y(a) = 3 ot
onc y(z) = T
=TT

2. a. Le domaine de définition de f est |1, 1][.
Arcsinz
b. f(z) = (—“j_‘—“—)

de fonctions développables en série entiére.

d’ou Aop+41 =

— 1 {n — +o00).

2n+1

2°"t1 est une solution de (F) définie sur |—1,1].

donc f est développable en série entiére en 0, comme produit




3. a. V1 —22f(z) = Arcsinz.
S flz)+ V1 —z2f'(z) = ! :
1—2z? 1—z?
— (1 2)/(z) - 2f(2) = 1.
~ b. f est une fonction impaire définie sur |—1, 1] vérifiant I’équation différentielle
(F) et développable en série entiére & I'origine.
+00 4n

Dortic f{x) = —
ouc f(x) nE::o(Qn-}—l) -

‘,L.?n—H

400 4" '
Ona:g(e) =2](e) donegla) = 3 GG Das”







