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Exercice
2—A 1 -1
1. a) PA\(A) =det(A—X)=| 1 2-Xx -1 |=(1-X*2-X
1 1 —=A
Les valeurs propres de A sont 1 (double) et 2 (simple).
2 1 -1
b)rglA-I)=rg{ 1 2 —1 | =1. D’apres le théoréme du rang
1 1 0

dimKer(A — I) = 2 donc A est diagonalisable.

1 0 1
2.a)Pour A=1,v;={ 0 |, vp=1{1 Jetpour A=2,v3=1{ 1
1 1 1
1 01 100
BYP={011]eD=|010
111 0 0 2
0 -1 1
P l=| -1 0 1
1 1 -1

2" gn-1 12"
3. A"=pPpPl=| -1 2" 1-2"
2" 1 2" —1 22"

4. X, = %AXn_l. Par récurrence X, = (%)"A”Xo. D'ont

Ty = (%)"(ﬂfo +yo — 20) + (%)n(zo ~ Yo)
Yn = (g)”(»’vo +yo — 20) + (;)”(Zo — o)
zm = (5)™zo +yo — 20) + (3)"(—z0 — yo + 220)

2 1 3
5. a)Ona an = Zyn = Z 2, = 1. Utilisons le fait que Z(§)n =3 et Z(g)" =5

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

1 1.2
On trouve oy = yg = 20 = 3 et T, = Yp = 2p = §(g)”

2 1
b) PX+1=n)=PX=n-1)= (g)”‘lg pour tout n € N*

X + 1 suit la loi géométrique de parametre p = %, d'on E(X +1)=3.
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Probleme

L. En faisant le changement de variable t = /z.

2. On pose t = Ja r

Partie 2
|

1.OnavzeRrR

.1 J L gle o
| fyle) = / fixy (2. y)dy
i o =2C

2. a) Z = 2Arctg(X). Z(Q) =

7R, Ezlizi= P o) = Pl

[ < tg(3z)) = Fx(tg(5z2)) avec 3z =| - 3.

. ;11—[2)
T 1 _ yai=? 1 er 7] [
e T
0 e Al L =TI

=il

Arctgi N < z)

BN

B
LM e

or Fx(x) = % oy 1;1}‘ = %Arctg(;c) + %
iy
| esiz>1 Fz(z)=1
0 si 2< -1
i Fz(z) =4 3z+3 size]-11]
1 sisz > 1.
R r
il o p 5 si z€]—-1.1]
b 2) = EFzi2) = 5= o 2
) f2(2) = 23 0 sinon
Z suit une loi uniforme sur | — 1.1[.
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QISIas 28 N samien=10)
= : , ek t—2
e 51 —2 it < jz"_z"iﬂzl_/_i dy = 1
= ¥ ¢
e Sifl<t< 2 _,r,(t)-_——/ dy =
5=z, 7 Yy 1

HE g —2<1<0

-4
[z,52,(8) =S ! si0<t<?
0 sinon

4. a) Ona
mm(z‘.l—t)—{ Fot G 15%1
7t (0.1, 0<minit.1-1¢) <3
b)
; 1 sitel0.1]
Jeit) = 0 sinon
c) On a
7teR. F(t)=Pimin(L.1 — L) £ ¢)
eSit<0. Fiti=0n :

o Siflgts i
Fty=1-Plmin(L.1- L) >t)=1=PL>t =L 58 =1 -PLx 1 1)

=1—-(Fr(1-1¢)— B {t))=2t

e Sit>

L=

F(t) =1

toph—
i

b s T i [0 )
f(t)={ 2 sitz|0.

0 sinon

J-

tof—

min(L.1 — L) suit une loi uniforme sur [0.

Partie 3
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l.a)OnaOnavysZ= fy(y = / fixyiz.y)dz
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e Siy>0,
-~ +00 2 —¥ Y 1 y
e 2 _yz e 2 LT —3
= e 2 dr = S T
) =37 /_oo 2r V'y — Vo

la loi marginale de Y est donnée par

sinon

fr(y) = { 07’51"_:16_2 Sy

b)OnaVy>0
_Juney - Ve
e ="3 0 = Ve

X/Y =y suit une loi normale N (0, % :

v
2. OnaVyeR, fy(y)=/ fr(t)dt

—00
*Siy<0, Fy(y)=0.
e Siy>0,

I L TS L ~ _ -
Fr) = 7= [ Zremtar = /0 e~ % dz = 2($(v7) - $(0)) = 20(v7) - 1.

3.OnaVy€eR, F(y)=PWVY<y)

e Siy <0, F 5(y) = 0.

*Siy>0, Fp(y)=PY <y?) =2¢(y) - 1.
la densité de v/Y est donnée par

2
2o-F siy>0
fely) = \ﬂe
4t 0

sinon

my owp -y

4. a) OnaVteR, Fp(t)=PU*+V2<1)
©Sit<0, Fp(t)=0.
eSiy>0, Fr(t) = P((U,V) € Dy) ol

Dy ={(v,v) €R? u>0, v>0 et u?+v> <t}

2 % \/E r'2 t
Fr(t) = ;/o /o Te Zdrdf=1-e"2

la densité de T est donnée par

£
2 st >0
sinon

fr(t) = { ge

La VAR T suit la loi exponentielle de parametre %
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alors

P I [ o s
b) ¢r(t) = E(eT) = / e fr(zjdr = = / elt=2)%dz.
1 o 0
eSit2 g, 'integralle diverge.
1 1
it< =, &r(t) = ——.
Sit<g erlt)=15
11
c) Ve €] — 5, 5[, ®r(t) = p s
e n>0
() 357(0)
d) Ma(T) = 277(0) or —L7— =27 d’ott My(T) = 2"nl.
e) On a

+00 4n

ot Gaa
My(T) = / —e 2dt = 2"/ e *dz = 2"n!
o 2 0

+00
/ e *dz = n!
0

5. a) Ona E(T)=2et V(T) =4 .

& PRk > = 3 = e o . n — 4N B
E(S,) = 2n et V(S,) = 4n, d’aprés le Théoréeme de la limite centrée, (————2\/1_1 )n con
verge vers la loi N(0,1).

Sn —2n Sn —2n

b) P(Sh > 2n)=P{ N >0) =1=Pf NG <0).
nEr—Ex P(S,>2n)=1-¢(0) = %

c) Soit A > 0, I'inégalité de Tchebychev, donne

V(S,) 4
=12 < e
P(|Sn —2n| 2 nA) < 23 e

4
P(|Sn —2n| <nX)=1—P(|Sn —2n| > nA) 21— —~= A(n).
d)On a
4
I—WSP(IS,,—2n|Sn/\)§1
lim P(|Sn —2n|<nA) =1
n—+00
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