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Exercice

. OnaP(Xi=1)=1 et P(X1=2)=P(X1=3)=0

9. Soit n entier naturel non nul, {(Xn=1),(Xn= 2), (Xn = 3)} est un sysréme complet
d’événements.

La formule des probabilités totales donne
LPLXn—i—l = l) = ]P(XTH—I = lan = 1)!?(/‘(71 = ].)
L
b P(Xapt = 11X = DP(Xn = 2) + P(Xnp1 = 1Xn = P(Xn = 3) = gPXn =1)

P(Xpy1=2) = P(Xnp=2Xn=1PXn=1+ 11»(.)(,1+l = 2| X = 2)P(Xn = 2)
+ P(Xnp1=2Xn=3)P(Xn=3) = —IP(X = [)d zxzr(x,n = 2)

P(Xn41=3) = P(Xnq1=3Xa=1P(Xn=1) +P(Xn+1 = 3| Xn = 2)P(Xn = 2)
+ P(Xpg1 = 3|Xn = 3)P(Xn = =3)= —]P(X =2)+P(Xn=3)

0 0
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3. (a) A est triangulaire, les valeurs propres coincident avec les éléments diagonaux.

Soit Sp(A4) = {%,%,

[

Soit Upt1 = AUy, avec A la matrice de M3(R) définie par: A =

| =
o

1}. La matrice A amet trois v.p distinctes, donc A est

diagonalisable.

1 0 0 1 0 0
(b) On a P = g Y yFe o8 el g ) et PAP = D =
1 1 -1 1 : O

R
-1,’; o 2 0.
“\0 0 3
(3)" ¥
(c) Ona A = PDP~?,donc A™ = PD"P~". Soit A™ = 22" -2(4)" (3" 0
" 1+(%)n__2(%_)1: 1 (% TL 1
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4. () Ona: PY =1)=PBY =2)=0.
Y est une variable aléatoire discréte, donc:
Pour n = 2.

=
h<
I

&
I

Pln—1<Y <n)=P(Y <n)-BY <n-1)

2 n-—1 1 n—1
P(Xp =38) = P(Xp1 =3) = (E) = (3) .

Il

(b) Le rayon de convergence r de Y P(Y =n)z™ vaut r = % et pour tout x < %,

423 17 S . T\ 4z8 213 223
QY(I)"*Q—ZO(E) -T2G) “w e wowey

nz

=

622 2x° (4z — 9)
. P e ol -] 73-’ : = ————
(C) our & 2 QY("L) 2729749 (23:2_93;_1_9)2 -
11
On a; E(Y) = gy (1) = e
Probléme
Partie I
1. e APgPle=2 o APrP et /mp_lda: converge.
0

De plus lim z? (AT’IF"“L{&_M) = 0. Donc I'(p, A) converge.
I—C0

o 2P (1-x)07 ~p 2Pl et /xp_ldw converge;
0

1
2P~ 1 —z)? L~y (1 - 2)77F et ] (1 — z)7 'dz converge. Donc B(p, ¢) converge.
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2. En effectuant le changement de variable u = Az, on obtient I'(p, A) = D(p)

A -A

Pour A > £ > 0, par intégration par parties / e tdt = [u(t)v(t)]f + p/ P e tdt,
o ut) = ptP -
pour: { J(t) = et

v(t) = —et

En faisant tendre £ vers 0 et A vers +oo, on obtient I'(p + 1) = pI'(p).

Par itération, on montre que pour p un entier naturel non nul, C(p)=(p—1)L

% "
5. (a) Parle changement de variable # = arccos /z, on montre que B(p,q) = 2 / cos?P1 fsin?1 9do

Jo
o0
Par le changement de variable u = /z, on montre que I'(p) = 2 / e V2P gy,

0
(b) On aI'(p) =2

en 2 — (3
e Waulkay Bl =2 38
en passant en coordonne’es polaires, on obtient

I'(p)l'(q) =4 // e~ (W2 +v%), 2010241 gy, gy — 4 //
AN

e (rcos )P (rsin 6)* ' rdrdf
©

0 =

2 o o
029 1dy. Pour A = RT* x R™™ et

(c) Ona: I(p)I(q) = 4/' cos?~1 §sin?1? Sdﬁf e p2Pr0-1gr = B(p,q)T'(p + q)
0 0
B i 1 2 ap—1 .. 2q—1 :
Comme / e~ 2Pt -1y = ;u;}f'(p—l—q) et [ cos?? 1 9sin®T"1 0d8 = - B(p,q)
0 Jo
alors

B(p.q) = LOL@

T(p+q)

(o on e By LG

2 (r(%))%:z/: d6 = 7. Donc : T (1)

Partie 11

= /7.

(a)

- glz)dz =
o)

+o0
La fonction g est continue sauf peut-étre en 0 et positive. De plus [
I'(p, A) ‘ 2 U i 5 ; — b5
1. Donc g est la densité de probabilité d’une variable aléatoire U suivant la
loi gamma y(p, A).
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(b) La loi y(1,A) est la loi exponentielle de parametre A.

+oo AP 00
(¢) Sous réserve de convergence, on a E(X) = / zg(x)dzr = -v-—-[ g Eghdy, 11
0

J oo I'(p)
+ca
résulte de ce qui précéde que, pour tout p > 0, e~ M P ldx converge et vaut
Jo
F(p) s —Ax..p : F(p -+ 1)
% . On en déduit que A e *aPdy converge et vaut ——-
- . A N D(p+1) T+1l) p
Ainsi E(X) existe et E(X) = o) H =3 =
X FEER
De méme sous réserve de convergence, E(X?) F@) e Pz, Par le méme
: T xa et ITP +2)  asa \
raisonnement, 2PTidz converge et vautb EEvITa Ainsi X posséde un
0
P I'(p+2 I! 2 : .
moment d’ordre 2 et E(X?) = f%-%—%w) = —)E%:;—pi)- == p{—?:éi} On en déduit
1 2
que X posséde une variance V(X) = E(X?) — (E(X))?* = p(’p):?i' ) % = %

2. (a) Les variables Uy et U, étant positives, f est nulle sur R_ et d’aprés le rappel, on a,

pour z > 0, .
Aa+b T % 5
flz I — e~ Mp—le~ (x't)(;c oy £
A ORON. )
———-—/\a+b A fm =1z — )7 1dt
8 . .
I'(p)l'(q) 0 4

; t :
On fait le changement de variable u = —. On obtient, pour z > 0,
x

pCaad ik 1 o Yoo :

|

ptq 1 I

- e e |

1 g 1 ‘

On remarque qu'en posant ¢ = mqu =11 — ¢)9"dt, on a, pour tout .

z >0, flz)= cxtigPti=le=2% et pour tout & < 0, f(z) = 0). La fonction f
et Uy + Uy suit la loi

est une densité de probabilité. On en déduit que ¢ = ;

I'(p+9)
v(p+ g, M)
H 1 i
(b) D’une part, ¢ = rprg- |
- L = B(p, )
D’autre part, ¢ = ==~ / 101 — pe-ldt = =22 On retrouve P—
ot o= g Jy 070 T T
relation B(p,q) = 'I% (;1;
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3. (a) Cherchons sa fonction de répartition. La variable 7Z? est positive donc Fg2(2) = 0 si
z <0 et, pour z > 0,

Fpa(z) =P(Z%<2) (—/z2< Z <z =8(/2)— (=V2).

1 22
La fonction @ est dérivable sur R de dérivée @ : \/‘_Z,e_T, On obtient une densité
fze de Z cn dérivant Fz2. Pour z < 0, fzz(z) et pour z > 0,
S 1 b,
— [ p— 1 I —— 2 e 2.
fzi(z) \/—( (\/E}"f‘{;?( \/2)) = ge F(%)z €2

La variable Z2 suit donc la loi v (%,3)-

(b) D’apres la question (2a), la variable somme S de n variables aléatoires indépendantes
suivant la méme loi que la variable Z? guit une loi ¥ [2 %)
On a: E(S)=n et V(S5)=2n.

Partie T1I

1. e (t <Ty) = "le premier signal arrive aprés l'instant "
— "l n'y a pas de signaux entre les instants 0ett" = (N;=0)
e (N;>n)="ilyaaumonsn signaux qui sont arrivés entre les instants O et ¢"
— "le n¥®™€ gignal arrive & l'instant ¢ ou avant" = (T < 1) .
e (N, =n)="il y a exactement n signaux qui sont arrivés entre les instants 0 et t"
— e niMe signal arrive & I'instant ¢ ou avant et le (n—+ 1)%™ aprés t"

= < b S D = baTiyg

2. (a) D’aprés la question (2a), la variable T, est la somme de n variables aléatoires
indépendantes suivant la méme loi ~(1, ) suit une loi ¥(n, A).

(b) P(Art = T’L) L (Tn < f) == \[Ot ff;mmn”leFAxtim

(c) ® N, esta valeurs dans N
o« P(N;=0)=P(<Th) Vil = Plnsg) =0 (1em =
e Pourn € N*,

— At

P(Ny=n) = P(Ny2n)-P(NM2n +1)

i mn i }\n-f—l AR ' i ) " |
= / ( A L)-—m'.l‘l—].e- }\mdfﬂ e / —-——ﬂjne_'kl‘dm — 1:__:;116—_&?:‘\ o l'\—-—])—e’ A
o e 0

o




3. (a) Solent n € Nett€ Ry
Si N, = n, il y a alors nepreuvers de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes

p ( le signal a été détecté par S). On compte alors le nombre de succes. D'ou la lol
conditionnelle de Dy sachant (N, =n) estlalol binomiale de parameétres 7 et p- Donc

Nt-—i“l)»-—0§k n=k avecq=1-7P

vk € {0,1,..,n}, P(Di=Fk

==

(b) e Dy est & valeurs dans N

eVk € N, P(Di=k) = LP = kN, =n )P (Ne= n) par la formule des

n=>0
probabilités totales avec le systeme complet d'événements (Ny = N)pen

oo )\t)“ pk ‘3‘7’_\ q'n ~k ( )\i)n
B =) = Z Ak 0 TV G

e PM = Z [fi)\t)
— k, on reconnait une série exponentielle

En posant le changement d’indice ™ = ™

)" )
I.-D (Df, p—’ k) sl ‘(_p_E‘_)_-e_Xte—)\qi e (_’pk$) e_l\pt

Done D, suit la loi de Poisson P (\pt), ainsi E(Dy) = V(Dy¢) = Apt.
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