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Exercice 1

2 -1 0 _ 3
On considére la matrice carrée A ={ -1 2 —1 et la matrice colonne b= | —5

Iy AR 5
On se propose dans cet exercice, d’étudier I'équation linéaire suivante:

AX=b ~ (1)
T ’ w X
d’'inconnue X = { y | € M3;(R). ;
\ & Rl .
1. (a) On a det(A) = 4. Comme det(A) # 0, A est inversible et \u . 5 7
\ /
3 21
A= ——_Com (A) = 2 4 2
de t[A) 1 2 3

(b} Comme det(A4) # 0, (1) est un systéme de Cramer. Par la suite, (1) admet une solution

S SRS S AR G R AR e A | o St e S ] S R0 e R A by b Pk

unique c .
AX =be= X =A"1.5
; 1 3 2 1 3 1
Soitc:A“l-b_—_E 2 4 2 -5 | =1 -1
Vg 2 3 5 2
L [0 10
L. 2. (a) PourB=§ 101 {,ona
010
iy 1 010 T 2z —y
: X-BX=|y M TE 1) y |==| 2y—z—=
1 z ) 1 -0 z 2z —y
i
On en déduit que 'équation (1) est équivalente &
: :
i il &
X=BX+d, avec d=§ -5 1. (2)
5

4

FBRTE: L

(b) La matrice B est une matrice symétrique réelle donc elle est diagonalisable,




1
On définit la suite (X,)pen d’éléments de M3 1 (R) par Xo = ( 2 ) et la relation de
0

récurrence: -

Ip N~
VpEN, X, =BX,+d, oﬁxp=(yp). g a2

On pose &, = X, —c.

3. (a) Soit p € N. En faisant la différence des deux équations Xpr1=BX,+d et ¢c=Bc+d
membre & mempre, on obtient le résultat 8,1 = Bé,.
(b) Soit U € Mz 1(R). On a:
o ||PU|? = {PU)PU ='U'PPU = UU = |[U||%;
I’égalité des carrés entraine 1'égalité des normes car ce sount des réels positifs.

o {'PPUI* =(‘PUYPU = UPPU = DU = U,

e PourpeN,
0 ;]p 0 0
e | i) P ()-| @)
c P
i BT
Donc

[F*]
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(c) Un calcul simple donne:

1
Be = =
5] 2
1
Bey ==
% 3
1
Bc;;zi

0
1
0

[

- O

o

1
0

1
0
1

0
1
0

o

0
1
0

ro = |
Si=

\

Les trois matrices colonnes c1, cy et c3 sont des vecteurs propres de B associés

respectivement aux val‘_eu:s propres b, % et —%. Soit Sp (B) = {—71_5,0, %} :

(d) Ona
(7
‘PP = %
3

1

V2

1
-2
1
2
1
R

Comme ‘PP = PP = [3, alors P est inversible et P~ = P,

Les colonnes de P sont des vecteurs propres de B associés aux valeurs propres 0,

et ——

V2

, ¢e qui affirme que D = P"'BP ='PBP =

o O

O o

- o o

\——"I
Il

6 0 0
G b

V2
0 0 ——
V2

I3.

/2

"



Concours BIO — Corrigé de I'épreu

1 1 0

(c) On a: do = ( g =) =l = 3 |, donc ||boll = /32 + (-2)% = V13
0 2 s :

Soit p € N. On a: 8, = BPéy = (PD”'P) 6= P - (DP'P&,) . D’aprés ce qui précéde
. - ; 1 P 5 _ 1 r 5 :
ol =P e = |- Pl < () Il = (J5) hool

Comme ||do]| = /3% + (—2)* = V13, alors

13
6511 < %
a ; la| < Va2 + b2+ = ||U]]
(d) Pour U= | b | e M31(R),ona g [p|<Va2+b2+E2=|U| -
= lel < Va2 + 2+ 2 = U]

Tp—1 13
Comme &, = ( v+ 1 ) , par transitivité, la relation ||op]l < 4/ o donne: ¥p € N,

ERN T T

2p—2
13 13 13 3
lzp — 1| < \/_55, tlsys o k2= \
.
Comme |—=| < 1, alors 1
7 x
" o o e ) 1. o, 2' ; A I

pil)gloo %p L p}lt-l{loo g Lot p——lrl-:ll—]oo o Ve 4 i
l > 2 = .-
. % ¥
Exercice 2 Y §
ptl 1 o ] | O
1. I suffit de poser s = nt dans P'expression intégrale de up = o (te™")" dt, on obtient +
. it :
nttl fm s \nds , ; ]
alors up = — (-—c n) —, et par suite le résultat. i
T 0 T n -

n+l 15 7L T

tn = ] (te™®)"dt = / 1’;1e—’ds
TL: 0 0 !

2. (a) ¢ Enn =0, la propriété s’écrit
: T
Vr € R, ez-——1+f eldt.
0

T
Celle-ci est trivialement vraie puisque 'on a f eldt = [et]g = ¢® — 1 pour tout réel .
0

e Soit 7 un entier tel que I'on ait

n k T n
T (z—t)" ,
YreR e"”=§ -—+/ e"dt.
? 1 |
k:Ok' 0 n:

4




(b)

ol — )y tl
Puisque pour tout réel z les fonctions t + € et ¢ — —~%_—i_-21}—

[0, z], on peut effectuer V'intégration par parties suivante:

[ - [(m) o

(x—t)'”'l . x (x_t)n-l-l
e "L*fo CE
gntl 2 x (xv—t)"“
n+1)! " Jy (n+ 1)

sont de classe C! sur

etde

En injectant alors cette relation (que l'on vient de démontrer pour tout x réel) dans
I'hypothése de récurrence, on obtxent

D Prdas) x (I - t)“’+l %
v e ~————¢'dt.
TR e - ‘L(n+1)|+/G Py

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et termine la démonstration. \

N

n k T — )"
VrneN, Vz € R, eﬂ‘zz%+f E=" gy
. U H

n!
Soit n € N. En prenant z = n, la relation ci-dessus permet d'écrire :
] k T n
et n S (n—-0" ,
1= e Z F + é -/0- —n!—e dt,
=0
puis -
L n n
—n hre. 7 (n T t) t—n
l1—e Z H = \/0 —n!——e dt.
k=0
Il suffit alors de goser s = n—t (ce qui donne ds = —dt) dans P’intégrale ci-dessus pour

obtenir le résultat.

1

T o . k
5 n
Ty = —e ds=1—¢e™" —
n-fom Zkg

k=0

On sait que si X,Y sont des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de
Poisson de paramétres respectifs ), p, alors X + Y suit une loi de Poisson de paramétre
A+ p. On en déduit alors par récurrence immédiate que Sy, suit une loi de Poisson de
paramétre n.

S, suit une loi de Poisson de paramétre n.

On peut alors écrire:

n n k
—aT
P(SnSn)zlP(USnzk) = :P(Sn:k)=§o:e =
k=0 k=i
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(b) Posons U7, = —ZU;, Pu:squerIE(Ulj = 1 et o(U) =1, et puisque Uy,..., U, sont
=1
indépendantes et de méme loi, le théoréme de la limite centrée assure que

Un—E(U1)) _Un—~1_S,—n
AT I VN S

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite, c’est-a-dire que
quels que soient les réels o < b o
e [a, b]) / T 55' dz.

lim [P (
,+oo
(T3) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite

(¢) On a:

P(Sngn)=m(3,l—n_<_o)=lp(s’;;_ln so) =P(S; <0)

On déduit alors de la question précédente la formule:

] 1 _a?
IP’(Sn;Sﬂ)n“":go /_m‘/ﬁ;e 7 dz.

22

1
Et comme z +» -—‘/E_—e_ % est une densité de probabilité paire, on peut écrire:

+o0 47 1
/ Vot *d“x%[m Ty -
el \\
4 2 Sl s )
On a ainsi prouvé lim (1 —up) = -, ce qui donne le résultat. \ .
n—-+o00 2 : ) N
i )
| n—il-fr-ioouﬂ s 2
Probléme
Partie I

1
1. La loi normale A/ (0, -—1—) est de densité de probabilité définie sur R par: 3+ ——e™ %,
V2 VT

Donc ¢ est une densité de probabilité et X suit la loi normale A/ ( \/Q)’ son espérance

_ i%%- 4

est BE(X) =0et i e i

(X) et sa variance est V(X) (\/2_) 5

2. Comme X; et X, sont indépendantes et suivent la méme loi que X, alors la fonction fox Xz)

définie sur R? par: V(z,y) ¢ R, fixx0)(%y) = e)ely) =
conjointe du couple (X1, X,).

2 a2
TFTY est une densité

-‘-‘-H'—'

LT TN R ST D ions 18 19008718 b0 1 a-ememos o




;
i

. . @
3. (a) Soit a €R. On a: a$—$2=~(z—%) + 5 dou

: / ax—z2 o 1 [ —(:-5)2
=t dy=¢+1 e 2/ dzx.
V7T Jr VT IR

s a .
En faisant z — 5 t, on obtient:

a e

—}nfeax_zzdy:eu_}-—l—‘/e_tzdtze%.
Vv Jr VT Jr

(b) Par définition, on a g(u) = E(e*") = E(e*X1X2), Donc

UE 1 ey . |
g(u) = ./:/Rz e“™ fox, x)(x, y)drdy = ;’-/./W e"Ve " o7V dxdy;

d’oll, en intégrant a4 z constant, LS

D’apres la question précédente et en posant @ = ux, on obtient

%

2.2

u®x

i e‘-‘-"y"yzd‘y — 6'14_2 =g 4 ' \/ /
VT Jr '

1 ] 145, L —x2 1_“T2
g[u)z—-\/;r_--ée 2 dz-ﬁ‘/ke ( )d:r
2

Cette derniére intégrale converge pour 1 — E;— > 0 c’est-a-dire pour |u| < 2.

2
o .
Dans ce cas, on peut poser z4/1 — 5 =% pour obtenir:

!

Soit

u?,Z
4

) = 1 /8_32 ds il 1 1 /e__szds
) = & T
x/_.m \/1__3,:1_ \/1_.:1_\/— R
1 2

(lul < 2).

i =

4

(¢) D’aprés le cours, la fonction z + (14 z)* est développable en série entiére sur | — 1, 1]
et

-“x(a—n-i-l)zn

—-1) x
Vie| < 1, (1+z)0=1+z°‘x(°‘ ) -

n>1

Pour tout u €] — 2,2, on a

\/42_uz = \/1_1(%)2 = (1* (g)z)%




4.

. - P P o
En appliquant le développement précédent; wec z = — (g) ,on aura Yu €] — 2,2,

2 ag X(=3-1)x---x(-2-n+1) fu\2n
— - g(_l) 5 X ( 2 ) xn! X ( 2 ) (5)
p(=1) X (=8) x ---x (=2n— 1) fuy\2n
N ;(—l) 2npl (5)

g™

La fonction g est de classe C* sur ] —2,2[ et sa série de Taylor Z _u coincide
n=0 '

(2n)!

(@al)?

avec la série entiére E u?". Donc Vn € N,

n>0

,_(2n)! ((2n)! ) 2

E(Xgn) = 9(211) = (2n)! (47n))2 4np!

et
E(.}(Zﬂ.+]) i g{2n+1} =0.

(a) Par définition, on a: pour ¢ > 0, on note
Frt)=P(T<t)=P(X?+ X3 <t) =P((X1,X2) € Dy).

(b) T est & valeurs positives, donc sa fonction de répartition Fr est nulle a gauche de 0, et
pour ¢ > 0, -

Fr (&) P((X1,X2) € Dy)

vo= ] ey =L [ gy

En passant en coordonnées polaires, on obtient:

‘ l _rz \\ .'.
Fr(t)= ;/Ae rdrdd,

avec A le domaine A = {(r, 9), 0<r<+itetd<h< 27:}. Soit

Fr(t) = % (/:ﬂde) (/ﬂﬁe*fzrdr) =1-¢, \/ ,>

(c) En dérivant la fonction de répartition Fr de T, on obtient sa densité de probabilité:
; et si t>0
fr(t) = Fp(t) = 5

i non

C’est la densité de probabilité de la loi exponentielle de paramétre 1.




5.

-

(a) Y est a valeurs dans N*. De plus,ona Y =n <= n—1< X <n. Ainsi,

PY = n)=Fx(n)— Fx(n-1)=(1-¢™) - (1' ~e" M= 1 - N,

On en déduit que Y suit une loi géomeétrique de paramétre p=1—1/e.

(b) Z est a valeurs dans [0,1[. Si on note Fz sa fonction de répartition, elle est nulle 2

gauche de 0, et égale a 1 & droite de 1. Sit € [0, 1], alors on a Z < ¢ si et seulement si
il existe n € N* tel que n—t < X < n. Ainsi, e

P(ZSt)=ﬂ’(U{n—t§X§n}) :fﬂ”(nutﬁ){ffn),

n=1 n=1

puisque les événements n — ¢t < X < n sont disjoints. On en déduit

t—1
PZ<t)=) (e ™+e™ )= (e —1)e™ =1 =
n>1 n>1 e
car on a reconnu une somme géométrique. . :
(c) 1l suffit de dériver : _ T R
= T
sitel0,1 e -
fz(t) = Fz{t) = { e—1 ST —
0 si non '
Partie I1

1. La durée moyenne de fonctionnement entre deux pannes consécutives est l’espérance
(commune) des variables aléatoires T3, Ty et T3, Cest-a-dire E(T1) = E(T2) = E(T3) =

1
- =1

2. L’événement E s’écrit : E = (T} > 1) N (T3 > 1) N (13 > 1). Les variables aléatoires Ty, 1%

3.

et T3 étant indépendantes, on a P(E) = (T3 > 1) x P(T; > 1) x P(T3 > 1). Or,

+oo
PT:>21)= f e~ldt = e L.
1

On en conclut que P(E) = e73. |
(a) Ona M = max(11,T5,T3). Ainsi, (M <) = (T1 < )N (T2 < ) N (13 < t). Par

indépendance des 3 variables aléatoires, on en déduit que
P(M < t) =P(Th < t)P(T> < )P(T3 < t).
Ainsi, sit <0, P(M <t)=0. Sit> 0, alors

P(M <t)= (1-e7)>.

b) La quantité calculée 4 la question précédente est la fonction de répartition de M, on
q

la note Fjs. Alors Fs est continue sur R et C! sur R*. On en déduit que M admet
une densité notée fis définie sur R* par far(t) = Fis(t), soit
0 sit<0
i) = -
fu®) { et~ svsy



(c) A l'aide d’une intégration par parties, on trouve que

-z at]T T t
f te®dt = [fe—-] - / E o
0 a |y 0o @

az 1 ’:Eaz}x Eea$_£+i‘

T a a?  qa?

T
—e
a a a 0

Faisant tendre z vers +oco, on trouve finalement que s
. f1® 1
f te”dt = —.
0 a

- x
(d) On va prouver que / tfa(t) admet une limite lorsque = tend vers +oco. Pour tout
0

z >0,
T €T
f tfy(t)dt = / Ste™t(1 — e7)2dt
0 0
T
= 3/ (te™ —2te™ + te™%)dt
0

Faisant tendre x vers +co et_utilisant la question précédente, on obtient que Pintégrale

+co
f tfar(t)dt converge, et vaut
0

1 2 1) 11

00 =3 (- o ) = 5

La durée maximale moyenne de fonctionnement entre deux pannes est 55min.

10




