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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n'est pas autorisé.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme

s’il n’a pu étre démontré.

Probléme 1

Partie I : Diagonalisation d’une matrice & suites récurrentes

On consideére la matrice M de M3(R) définie par :

4

0
M="{ 0 0
0 4

i S I

1. (a) Montrer que 2 et 4 sont les valeurs propres de M dont on précisera les multiplicités.

(a)

(b) Déterminer les sous espaces propres de M.

(¢) En déduire que M est diagonalisable.
)

(d) Soient les matrices

4 00 N L )
P=3149 20 et S=10 -2 0
0 0 4 i kel

i. Montrer que la matrice S est inversible.
ii. Calculer S™%.
iii. Donner la relation entre M, D et 5.
iv. Pour n € N, montrer que
! 2.4" 472" 0
M" =z 0 s 0
2\ 0 - 2.

2. On définit les trois suites réelles (zn)nen: (Yn)nen €t (2n)nen par la donnée de zo, 3o et 2o
et les relations de récurrence suivantes : ¥n € N,

LIpntl = In +Zym
1
§ Ynt1 = *2‘3;’?1:
1
Znpl = Z’ﬁjn-+ Zn-
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In
Pour n € N, on note X;, = | yn
Zn

1
(a) Montrer que Vne N, X, = 4_“MnXO'

(b) En déduire que Vn € N,

Zn

T 1
=20t 51— 3w
2 an
.
e '2;;3;’0
1
= e

Partie Il : Modélisation d’une évolution génétique

On présente, dans la suite, une application des probabilités a la génétique afin d’étudier la
descendance par autofécondation d’'une plante hétérozygote.
Pour un géne donné, une plante posséde toujours deux alléles. Dans les cas les plus simples,
chaque alléle est noté A ou a. On dit qu’une plante est :

e hétérozygote lorsqu’elle contient deux alléles différents, elle est alors de génotype Aa ou aA.

o homozygote lorsqu’elle contient les deux mémes alléles, elle est alors de génotype AA ou aa.

Chaque plante recoit au hasard et de maniére indépendante un alléle de chacun de ses parents.
Pour les plantes qui se reproduisent par autofécondation, tout se passe pour la descendance comme
si on fécondait deux plantes de méme génotype, chaque alléle étant sélectionné au hasard.

On dispose d'une plante hétérozygote a la génération 0, qui se reproduit par autofécondation
d’une génération a P'autre. Soit n € N. On considére les événements

igime

e F, = "La plante de la n
e F, = "La plante de la n*™¢

1&me

e (G, = "La plante de la n

génération est hétérozygote",

génération est de génotype AA",

génération est de génotype aa".

On note py,, g, et T, les probabilités respectives des événements En, Fy, et G,.

On écrira p, = P(Ey),qgn = P(F,) et ry =

1. (a) Que valent pg, go, ro?
(b) Calculer p1, qi, m1 puis p2, g,

4

P(Gh) .

Ta.

1 Y
(c) Montrer que p3 = ~ (1 + ; fo 2_2) :

2. {a) Donner les probabilités conditionnelles P(E,+1|Ey).

(b) En déduire que Vn € N,  pp.1

1
= Pn T an.

P(En1|Fn)

it 1
(c) Montrer que Vn € N, ¢4 = 5 et TRdl = iqn + T

3. (a) Montrer que Vn € N,

Bl g
Po="5a1 T3
1
Jm21 1
=gt g

et P(En+1|Gn)-
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(b) Que se passe-t-il & long terme pour I'évolution de la plante originelle étudiée?
Probléme II

Partie A : Calcul de la dérivée d’une fonction W.

e

. Justifier, pour tout réel t, Iexistence de l'intégrale
U(t) = /m e
0 Te il
2. Montrer que la fonction ¥ ainsi définie est impaire.
3. Calculer ¥(0) et W(1).
4. Soit h la fonction définie sur R? par :

5 _ arctg(st)
V(ﬁ:,f)eR 1 h(j",f}— I2+1 :

[s

; : oh
(a) Déterminer la dérivée partielle -a—;(rz:,t) :

(b) Pour t un réel strictement positif, justifier l'existence de l'intégrale
G
— (z,t)dx.
/0 at( )

5. On admet que ¥ est dérivable sur RY et que : V¢ € RY,

Prgh A T ;
el _/0 R

a) Calculer ¥'(1).

(a)
(b) On suppose que t € R} \ {1}. Montrer que : Vz € R,

% -1 95 #2 T

(22 + 1) (222 + 1) Pl Bl Pl @Rl

; Int
(¢) En déduire que V¢ € R% \ {1}, ¥'(t) = tin—L
(d) Montrer que ¥’ est continue sur RY .

Partie B : Fonction de répartition & limite de ¥ en +co.

Dans la suite, on considére deux variables aléatoires réelles X et Y. indépendantes de densité f

définie sur R par :
1 1
vzeR, flz)=—-

T 14z

=
On deéfinit la variable aléatoire réelle @ de la maniére suivante :

e Si X prend la valeur 0, © prend aussi la valeur 0.
e Sinon. © = —.

X
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1. Donner une densité du couple (X,Y).

2. {a) Donner la probabilité P(X = 0). Justifier la réponse.
(b) On considére le systéme complet d’événements suivant : {(X > 0),(X < 0),(X =0)}.
En appliquant la formule des probabilités totales, montrer que

VEER, PO <t)=P(Y <tX, X >0)+PY >tX,X <0).

(¢} Montrer alors que la fonction de répartition Fg de © est définie par :

1 2
Vie R, F@(f)‘—‘;‘i‘g

T(t).

3. En utilisant les propriétés d'une fonction de répartition d'une variable a densité,

{a) montrer que W est croissante,

(b) calculer la limite lim W(#).
t-—+oo

Partie C : Calcul d’une somme.

On consideére les intégrales suivantes :
1 In(t +o0 In(t
J:f ‘;“(“)Hdt et K :/ i Ldt.
e t=il T el

1. {a) Montrer que les intégrales J et K sont convergentes.

2
{(b) En utilisant la fonction ¥, montrer que J + K = e

i

i e 1
{¢) A l'aide du changement de variable s = 7 démontrer que J = K.

1
2. (a) Montrer que Vk € N, l'intégrale J, = / t¥ In¢dt converge.

0
(b) Calculer J.
3. Montrer que ¥n € N,

i 1 _/1 Int dt—/lltgnﬁlntdt
2 (k1 fg BT R

2

o 7 i
4. (a) Calculer la limite de t?“l“f lorsque t tend vers 0, puis lorsque ¢ tend vers 1.
: T o t?Int ;
(b) En déduire qu'il existe une constante C' > 0, telle que, Vt €]0, 1], 21| S
1 42n4-2
: t Int C
(¢) En déduire que ]D 7527_111(;“, S T

(d) Montrer la relation suivante :

M8

1 Y olii
Foh LN 7 At
kZO(ZA—Pl) g 12 =1

400
1
e) Donner alors la valeur de la somme —
(¢) ’ ; (2k 4 1)2
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