(c) En déduire que M est diagonalisable.

On a

s dim Fo =1 =ms et dimEy =2=m; Donec, M est diagonalisable.

4 0 0 1 ) e 0}
(d) Soient les matrices D= 0 2 0 i e e
0 0 4 0 1 2L

i. Montrer que la matrice S est inversible.

On a: detS = —2#0. Donc § est inversible.

i.

Caleuler son inverse S™1

Ona: S ' = ST L t(“‘om (5.

La comatrice de S est donnée par :

| sl 0} on 0B E pl=2
]11] | Bl Ay
-2 0
1 ol {10 {2301
Com (5) = —l ‘ l,_i ‘ o w4 g
1 0 1 (o 1] L e
b il frusgsd i 9ake il i)
| =2 0] ‘o of jo -2
g2 Ll
Donc S 5 0 =1 6
O

iii.
Les colonnes de § sont des vecteurs propres associés aux valemb propres de M
(qui sont les coefficients diagonaux de D). Donc M = SDS57
1 Do ARG IR 0
iv. Pour n € N, montrer que M" = 5 0 gatL 0

0 4 —2m 2.47

Pour n M, ona: M*=5D"S 5-! Soit

2 ! L 0 " g 0 %10
M* = |0 -2 0 o0 2" 0 g -1 0
20 11 0 0 0 1 2
i T I 0 f i Tl ) RO
= x| @ = 0 ¥ 0 = 0 ICal 0
8 S 0 P DAl i 0 L) e L




2. On définit les trois suites réelles (n ) nen, (Un)nen €t (Zn)new par la donnée de zq, yo ot zg et
les relations de récurrence suivantes : vn & N,

% s 1
Ingl = In +4_y‘!a:

s Ly
Ynt1 = Fhn,
1 .
In+l = Unt  Zn.
x'!l
Pourn € N, onnote X;, = | yn
zﬂ.

(a) Montrer que Vn € N, X, = - M"X,.

Pour n £ N, il suffit de remarquer que : X, = III,M,\",,_. Done X, = J%R-ﬂvf" Xo.

(b) En déduire que ¥n € N,

g 1 1
tn =20+ 3(1 = 52)%0
1
Yn = gn Yo
I 1
. = §( = 2—;)9’0 0
D’aprés la question précédente,
2 11— 0
Ly 1 ’ i
UYn = 5 0 2% 0 Mo
”“ b A “
g 1
Tn = Xg+ 5{1—%)‘:}1;
Donc Yrpias E']';?_"'yo
In = ?‘]i“(l g 'ZEK'JUD +zn

Partie II :
Modélisation d’une évolution génétique.

On présente, dans la suite, uné application des probabilités & la génétique afin d’étudier la descen-
dance par autofécondation d’'une plante hétérozygote.
Pour un géne donné, une plante posséde toujours deux alleles. Dans les cas les plus simples, chaque

alléle est noté A ou a.
On dit qu'une plante est :
s hétérozygote lorsqu’elle contient deux alléles différents, elle est alors de génotype Aa ou ad.

e homozygote lorsqu'elle contient les deux mémes alléles, elle est alors de génotype AA ou aa.

Chaque plante recoit au hasard et de maniére indépendante un allele de chacun de ses parents.
Pour les plantes qui se reproduisent par autofécondation, tout se passe pour la descendance conmune
si on fécondait deux plantes de méme génotype, chaque allele étant sélectionné au hasard.

On dispose d'une plante hétérozygote a la génération 0, qui se reproduit par autofécondation d'une
génération & l'autre. Soit n € N. On considére les événements

e F, = "La plante de la n'*™¢ génération est de génotype AA”,



e F, = "La plante de la n**™¢ génération est hétérozygote”,
» G = "La plante de la n®™® génération est de génotype aa”.

On note pn, g et r, les probabilités respectives des évenements E,,, F}, et G,.
On écrira py = P(E,), gn = B(F,) et ry = P(Gr).

L. (a} Que valent py, qg, 107

Comme la plante originelle, c’est-a-dire & la géuération (), est hétérozygote, alors :
e po=PF(Ey) =0,
e go=P(fq) =1,
® o= P(Gh) =0.

AA
14 —
4-"""-"-‘.

1/2 —— Aag ou aAd

1/4
e

Aa ou a4 1/2

Aa ou ad

o
1/4

Ad

4] /
a.a. ”//0 Ao ou ad
\ 1
\

il
qui schématise I'évolution génétique des premiéres générations.
D’aprés cet arbre
il 1 1
lez, Q1—~§_~ ?l_cl
. 1 3 e | 1 ] L 1 I 3
s Lty et wm =04 40 ===, =0 >4 =241 =
L e Nl T T FEg T
(c) Montrer que p3 = 1 (1 + 3 + )

Si on compléte Parbre pondéré jusqu’a la 3" génération, on obtient :
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2. (a) Donner les probabilités conditionnelles P(E,41|E,), P(EnyilFn) et P(Eni1|Gn)

Soit n £ N*.

s 5i la plante de la n™Me génération est de génotype A4, alors la plante de la
{n + 1)"*™ génération a toute la chance d’étre de génotype A4 Soit P(Eni|Eq) =
1,

e Si la plante de la n'™ génération de génotype Aa ou ad, alors la plante
de la (n+ 1) génération a une chance sur 4 d’8tre de génotype AA. Soit
J-?(En,-vlian} = % . % - ‘11

idme :In-'r"

e Silaplante delan génération de génotype aqa, alors la plante de la (n + 1
génération n’a ancune chance d'étre de génotype A4, Soit P(F,1{G.) = 0,

(b) En déduire que YVn € N, ppj1 =pn -+~

Soit n € N. Comme (E, F.,C.) est un systéme complet d’événements, alors la
formule des probabilités totales nous donne

L P(.En+1) = [P(.J[.;-"n-_— L;En) . ]n(En) -+ P( En+1|1c;;) ' P(FYn) o ]P{-i{'-?n+! €(I"m} % EP(G»&)

= 1. P &, + 0ty = -I—l'
= L 1 qn n = Pn ‘1'1,"1-1-

: . 1
(¢) Montrer que ¥n € N,  gni; = iq.ﬂ et Thel = Zqﬂ + T

De méme que la question précédente, on a :

® Pour gnyi = F(Fasi)
- 8i la plante de la n'*™¢ génération est de génotype AA, alors la plante de
la (n+1)"™ génération n’a aucune chance d’étre de génotype Aa ou ad,
alors P(F.1[£,) =0,

réine

~ Sila plante de la n génération de génotype Aa ou a4, alors la plante de
la {1+ 1)'""° génération a une chance sur 2 d’&étre de génotype Aa ou ad.
Soit ﬂ-“(f',._13|Fn) = (% DB+ 3-H=1%

1érne

— 8i la plante de la n génération de génotype aa, alors la plante de la

(n+1)*"™ génération n'a aucune chance d’étre de génotype Aa ou ad. Soit
P(Fop1lCu) = 0.
Donc

Grp1 = B{E ) = B{F B - PUEL) + P{FaqiFn) - PO+ P(Fagy

Go) - BlGu)
_ e 1
= d}+ rP(L.—.,) + 5 P{.f"n.) + G- P((;n} = %G’u-

e Pour rop1 = P(Ghi),

~ Si la plante de la n**™ génération est de génotype A4, alors la plante de
la (n+ 1) génération n’a aucune chance d’étre de génotype au, alors

- 8i la plante de la n*™¢ génération de génotype Ae ou ad, alors la plante
de la (p 4 1) génération a une chance sur 4 d’étre de génotype aa. Soit

EB{G“_:|!F-”:] = i? NP 2

2 i

o




~ Si la plante de la 2™ génération de génotype ca, alors la plante de
la (n+ 1) génération a toute la chance d’dtre de génotype aa. Soit
F(Grp1|Grn) =1,
Donc

st = P(Gur) = B(Cn1lEn) - B(En) + B(Grsa|Fa) - B(Fn) + P(Crsr|Gn) - B(Ca)
1
= 0-B(Bu)+  B(Fa) +1-P(Gn) = 00+ T

3. {a) Montrer que ¥n € N,
Pn = ';‘;;rx—‘L‘.—i F %

- L
Prirl = Pn 4= qf-}'n.
Soit n £ N”. Le systéme ¢ gni1 = £¢» s’écrit matriciellement

1 g
Tl = I{fr’! + Th

Dt ) Pn
1 = ‘i‘ﬂ-’[ dn
Tl Tn

Comme pp =0, gy = | et ry = 0, alors, d’aprés ce qui précéde,

Pn 1 0
qn == “1";;‘ 4"[ i 1
i ; 0

Ce qui donne le résultat.

{b)} Que se passe-t-il & long terme pour évolution de la plante originelle étudiée?

1 1 -
Comme ‘,. < 1, alors lim (m) =) et par la suite,
| 2 n—sbos ) 2
; 2 1 .
lim pn= lim r,== et lim g, = 0.
n—t oo FE s Ee s 2 n-~—++og

Done, a long terme pour Pévolution de la plante étudiée, on a toute la chance
d’avoir une plante de génotype aa ou A4, c’est-a-dire avoir une plante homozygote.

Probleme 11

Partie A :
Calcul de la dérivée d’une fonction V.

4]



1. Pour t un réel, justifier 'existence de U'intégrale

+oo 4
arctg{zt

() = / i
' 0 whpek

Pour ¢ un réel fixé,

i arctzizt ’
e La fonction z+— ,)”I(j—) est continue sur E.
T
larctg(xzt)] 1
e VxR, | et o
22+ 1 2 2?1

b
Comime ["intégrale / dx est évidemment convergente, alors, par comparaison,

a
Ja ol

% arctg(at
on obtient la convergence de Pintégrale V() = / ‘?-'L—Lrg{———Jd:c.
0
2. Montrer que la fonction ¢ — W(t) ainsi définie est impaire.
g
7 -arct {'_." =
Soit t € B, on a ¥(—¢) = / E—(—:v;g—‘—-«i-laz
Jo zt+1
Dans Pintégrale ¥({-f) on effectue le changement de variable 2 — y = —x (bijection
strictement décroissante et de classe C' de R sur R), puis on utilise le fait que la
fonction arctg est impaire, ce qui donne ¥{—i) = —-¥(t).

3. Caleuler ¥(0) et T(1).

e La fonction ¥ est impaire. Donc ¥{0) = 0.

arctglx .
® [l suffit de remarquer que d“,ii(? = arctg {x)arcteg(z). Done

T2

oo " I 4 -
gy 7 Hgal,, - el o
: , z? 41 L 2 4 8

4. Soit h la fonction définie sur R? par :
arctg(zt)

Y(z,t) € R?, h(z,t)= g

ot
(a) Déterminer la dérivée partielle 6%(:1:, t) .

|



arctg(xt)

La fonction h: (&, {) v+ est clairement de classe ™ sur B? (produit d’une

2?41
fraction rationnelle la composée de arctg avec un polyndme) et la dérivée partielle
dh . ;
F7s est définie sur E? par :
35

V(z,t) € B?, ()= e
(@0 eR  Fo(at)= ——

(b} Pour ¢ un réel strictement positif, justifier Vexistence de Pintégrale

0o ah
V/O 'a—t‘((lf,t}d.}'},

Pour ¢ un réel strictement positif fixé,
z : vt -
G e @51, cOntinue et positive sur Ko,
(2 + 1)(t2x2 + 1)
: 1
(z2+ 1)(#2x2 4+ 1) 2 2%

® La fonction z -

& Au voisinage de +oo,

+ae g

Comme l'intégrale / —dx est évidemment convergente, alors, par comparaison,

; T
9] i

+ox -:} oo -
on obtient la convergence de l'intégrale ——L(:r,,t)drg = R TR
ay Ot i £%41)

Vi roe T 1 1 e, H
W) = e I - — et
(1) L PR YR eyl L.-'z;— 1L 3

(b) On suppose que t € R} \ {1}. Montrer que : Vz € R,

T ] T £ z

(22 +1)(t222 + 1) F-1 22+1 £-1 #2+1

Pour t € R1 Y {1}, on décompose la fraction rationnelle, en z, en éléments simples.
D’aprés le cours, il existe des réels a,b,¢ et d (qui dependent de t) vérifiant :

T _at+b cx +d

(@) (22 +1)(t2a2+ 1) =224+1 22?41

e En multipliant ¢ par 2? + 1 et en remplagant z par le complexe 4, on obtient

(2 + UG('“C:']_-C:,, = tg_z.l_ = ai + b.




¢ En multipliant ¢ par t’2* + | et en remplagant = par le complexe } on obtient

p . _ it <
(thx” + I)G(‘ﬁ)]m,% s T el d.
E i ot o im0
e e B i
Ce qui donne le résultat.
P B Rl i Int
(¢) En déduire que Vt ¢ RY \ {1}, ¥'(t) = o
Pour t € R} \ {1}, on a:
o 00 T o __1 T tg %
) = —_— g = : + : 1z
\) fu (x? + 1){t%z2 + 1) * -/0 {t’-’ -1 z*+1 : 2 -1 #22% l}rT
I +og x boo 42,
2 {fu Z2 11 de - /u 22 5 ld }

o

- ) q b
oo g e 2 2 i i "+ 1] o L
sy (e + DI = e+ )77} = gy - i G -;)Jf. =Eor

(d) Montrer que ¥’ est continue sur RY .

3

Il est claire gque ¥’ est continue sur [0, 1Jujl, +ecf. On a un probléme en 1.
Au voisinage de 1, Inf~ (t—1).

s . . ! 1 £ S !
Donc on a bien ¥(i) ~; E”—Fl—l—_l et par la suite }}n} Tt} = = T'(1). D’ou I’ est

continue en 1 et par la suite, elle est continue sur R} .

Partie B :
Fonction de répartition & limite de ¥ en +oc.

Dans la suite, on considére deux variables aléatoires réelles X et V), indépendantes de densité £
définie sur R par : :

1 1

T 14z2

On définit la la variable aléatoire réelle © de la maniere suivante :

VeeR, flz)=

e Si X prend la valeur 0, © prend aussi la valeur 0.

Sinon, © = —.
e Sinon, © e

1. Donner une densité du couple (X, V).
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