Concours national d'acces aux écoles d'ingénieurs A.U: 2014-2015
Biologie Epreuve de mathématique

Corrigé

Exercice 1

1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction z — (1——)—7 et préciser son
— )2

rayon de convergence.

En dérivant la fonction z ] on obtient :

-z
+00 +oc

5 :an"‘l = S (nt L™ R=1
n=1 n=0

+o0o
2. Soit y(z) = 3 ana™ une solution développable en série entiére de I’équation différentielle

n=0
2.1 l 1
z7y" (z) + dzy'(z) + 2y(z) = o
(a) Montrer que a, =
7 .
y(z) = Z gt Z na,z" !y’ (z) = 3 n{n — apa™?
n=2

Donc

2y (x) + 4z’ (z) + 2y(z) = 2Zanx +4Znanx +Zn(n—~ Dawz

n=2
+00
= 2a0 + 2017 + da1x Z an(2 +4n + n(n — 1))z"
n=2
-+00
= 2aq + 6a,T + Z an(n? + 3n +2)z"
n=2
+o0
=Y ap(n+1)(n+2)z"
n=0
+o00
= Z(n + 1)z™
n=0
+oo
or z2y"(x) + 4xy(z) + 2y(z) = Y (n + 1)z"
n=0
Par unicité de développement en série entiere on obtient : ap(n +1)(n +2) = (n+ 1)¥n € N.
Donc a, = ¥n e N.
one ay = ~ 58
(b) Déterminer le rayon de convergence R de la série Y a,a"
n=0
lim gl 1donc R=1
n—>+ao Qi
(¢) Etudier la nature de la série Z ana™ pour |z| =
n>=0
Pourz=1;a, ~ < =3 a, diverge
Pour x = —1 Il s’agit d’une série altérnée vérifiant le C.S.S.A, elle donc convergente.
3. On pose S(z) = 2°y(x) pour tout z €] — R,R{.
(a) Calculer S’(z)pour tout x €] — R, R|.
+oo n+2
S - t dérivable —1,1 et S'(z i Vre]-1,1
() == Z est dérivable sur | (et on a ZI =7 iV ] [




(b} En déduire S(z) puis y(z) en fonction de z
Comme S(0) = 0, alors

=11,
ot ~-d —z—In(1 —z)vz €] - 1,1].
/ l—tdt /0 == /dt+/ .t z —In(1l — z)Vz €] [

pour z €] — 1,1[\{0}; y(z) = Sx(f) = ]n( e et y(0) =0

(c) Montrer alors que la fonction définie sur | — 1, 1[ par

z +In(l — z)

si x#0
f(z) = %
— st “w=20
2
est une fonction de classe C*.
on a f(z) = —y(z) donc f est une fonction dexeloppable en série entiere sur | — 1, 1], elle est donc de

classe C®°.

Exercice 2

Soit M la matrice réelle carée d’ordre 3, définie par :

0 0 1
M = 1.2 1
1 00

1. (a) Déterminer les valeurs propres de M.
Les valeurs propres des M sont les racine de son polynéme caracteristique Py

-X 0 1
Py (X) =det(M — XI3) = 12X "4

1 0 =08
e 2-X 1 1 2=X e e
=-X 0 _X'+ 1 0 ‘—X(Z X)-(2-X)

=2-X)(X-1)(X+1).
Donc les valeurs propres de M sont —1,1 et 2.

(b) En déduire que M est elle diagonalisable.
M est une matrice d'ordre 3 admettant 3 valeurs propres distincts donc elle est diagonalisable.

2. Déterminer les espaces propres de 1.

x T T
E(M)={y |eRM|y |=-| 1y |}
Z 2 z
D s z=—z z=-I
Ml y |=-|vy |e t+2y+z=—-y & y=20
z z T=-—z zeR
Donc
T 1 -1
EaM)={| 0 |;zeR}=({ 0 D=(] 0 }
- -1 1
1 0
De méme Ey(M) = (| -2 |)et Ex(M)=([ 1 {)
1 0




3. Déterminer la matrice P inversible de coefficients (0,1,1) sur la troisieme ligne, vérifiant :
M = PDP~! out D est la matrice diagonale :

2 0 0
D=0 1 0
0 0 -1
L e
Pe= L. =2 4
Bl 1
4. Calculer P71,
Dy D
Phec, £ 0 |
-1 0 1
5. Pour n > 1, calculer M".
(8 i PR | 20700 8 i 2
Mr=pprPl=1|1 -2 o0 (EERR 1740
0 1 1 0 0 -1 -1 0 1
(=1)" e
Lt g =D
Mr=| 27-1 2¢ 2°-1

1—(-1)" 14(-1)"
(2 ) 0 +(9 ) 5 B

B-Dans une galerie d’arts, un visiteur a le choix entre trois salles d’exposition numérotées 1, 2

et 3.
— Si & instant n, il est & la salle 1 ou 3, il choisit aléatoirement 'une des deux autres salles
a instant n + 1.
— Si a Pinstant n, il est 4 la salle 2, il y reste & 'instant n + 1.
A TPinstant n = 1, le visiteur se trouve a la salle n°1.

P(X, =1)
On pose X, le numéro de la salle visitée a 'instant n, et on pose U, = | P(X,=2) | pourn & N*,
(Xn = 3)

1.(a) A P’aide de la formule des probabilités totales, montrer que :
Ups1 = 3MU,, ¥n > 1
La famille {(X, = 1), (X, = 2),(X» = 3)} est un systéme complet d’événement, donc d’aprés la
formule des probabilités totales ona :
P(Xpi1 = 1) = P(Xp = 1)Px,=1)(Xns1 = 1) + P(Xp = 2)P(x,=2)(Xn41 =1)
+P(X, = 3)P(x,=3)(Xns1 = 1)
P(Xpp1 = 2) = P(Xn = DP(x,—1)(Xnt1 = 2) + P(Xp = 2)P(x,=2)(Xnt1 = 2)
& P(Xn = 3>ED(X".=3)(XTL+1 = 2)
P(Xpt1 = 3) = P(Xn = D)P(x,=1)(Xns1 = 3) + P(Xn = 2)Px,=2)(Xns1 = 3)
+ P(Xy, = 3)P(x,=3)(Xnt1 = 3)

Donc
P(Xn1 = 1) = S B(Xp = 3)
1 1

1
P(Xns1 =3) = 5P(Xn = 1)

0...0 %
Et par suite Uy 41 = i1 5 Uy = -%Z\[Un.
g 00 /. ) I
(h) En déduire que U, = (3)" ' M""1U, ¥n > 1.

Par recurrence sur n.




(c) Déterminer la loi de X,,.

1
A Vinstant n = 1, le visiteur se trouve a la salle n°1, donc U; = | 0
0
1+(-p"t 1—(—=1)"~1 14(=1)"~1
T2 L 0 B S— 1 1 L
Et par suite U, = (%)"”1 gn-T_1 9gn-1 on-T_4 0 = (z)*1 on-T 1 |,
1-(=p"~* 0 14+(=1n~! 0 2 1-(-p~-t
2 P —
Yn > 1.
_1yn-1 P s
P(X,=1) = 20" P(X, =2) = 5L P(X, = 2) = =D

2. Soit T' la variable aléatoire réelle désignant le premier instant ol le visiteur entre a la salle
n°2.
(a) Montrer que : T' < n si et seulement si X, = 2.
Si X,, = 2, a l'instant n le visiteur est & la salle n°2 donc 7' < n
Réciproquement si T < n donc le visiteur a entré dans la salle n°2 avant l'instant n, il y reste dans
les instants antérieurs en particulier a l'instant n.

(b) Déduire la loi de G.
G(@) = N°\ {1}
P(G<n)=P(Xn=2) =3t donc P(G=n)=P(G<n)-P(G<n—1)= 5kt

(c) Soit G=T -1
i. Montrer que G suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre. Comme G =
T —1 alors X(Q) = N*
1

PX=n)=P(G=n+1)= 2_1n. :(1__5)(%)11—1

Donc X — Q(%)

ii. Donner ’espérance et la variance de la variable aléatoire G.
E(G) =2. et V(G) = 2.

iii. En déduire ’espérance et la variance de la variable aléatoire 7'
T'=G+1doncE(T)=E(G)+1=3¢et V(T) =G(X) =2.

Probléme II

Partie I :

On considére la fonction

e
T
L+ie€
1. Etudier les variation de F et dresser son tableau de variation.
e
La fonction F' est dérivable sur R et on a : f/(z) = A re? > 0¥z € R. donc F est strictement
e

croissante sur R
lImF=1;limF =0.
+oo =00

2. En déduire que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle & densité X.

F est une fonction croissante de classe C! sur R vérifiant Em F=1etlimF =0. donc F est la fonction
o0 00

de répartition d'une variable aléatoire réelle & densité.




eI

3. Montrer qu’une densité de X est fx(z) = T ey
er

fX(:r)-z F'(z) = m-

4. Soit Y =1n(1 + e%).

(a) Montrer que la fonction de répartition de Y est donnée par :

— et 1
Fy(t):{l e si t>0

0 sinon

sit < 0;Fy(t) =0car Y est a valeur strictement positives )
sit>0,Fy(t)=P{Y <t} =P{ln(l1+e¥) <t} =P{l+e¥ et} =P{eX et -1} = P{X <

In(e* - 1)} = F(ln(e! — 1)) = et; L 1-et

(b) En déduire une densité de Y puis reconnaitre sa loi.
Fy- est continue sur R, de classe C! sur R* donc Y est une variable aléatoire & densité.
Une densité de Y est donnée par :
felt) = Fy (t) si teR* [ e si t>0
' "~ 1 quelconque positive sinon 0 sinon

Ainsi Y suit la loi exponentielle de paramétre A = 1.

(c) Donner ’espérance et la variance de Y.
E¥Y)=3=1letVar(Y)=J =1

Partie II :

Soit (Yn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que Y.
n
-
On pose S, =ZYk:Y1+...+Yn et Sf = — n_
e v
1. (a) Calculer I’espérance et la variance de S,,.

E(S,) =) E(Y)=n.
k=1

n
Var(S,)= Z Var(Yy) = n. car les Y; sont indépendantes
k=1

(b) Déduire, pour n > 2, que S, ne suit pas une loi exponentielle.
Pour la loi exponentielle la variance est le carré de 'esperance. ce qui n’est pas le cas pour la variable

Sp pour n = 2.

2. On se propose dans cette question de déterminer la loi de S,,.
On rappelle que la somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités f

et g, suit une loi de densité :

+00
ha) = [ Fedale - ot

o0

(a) Montrer qu’une densité de S; est donnée par :

zet® si.2>0
fs,(x) = { 0 sinon



(b)

3. (a)

On sait que Sy est & valeurs positives, donc fg,(z) =0 si z < 0.
Pour z > 0;

=t st~z # =B 5
e e si t>0etx—t>0 e st Ot <<d
Pt} fx, (@ 1) = { 0 sinon a { 0 sinon
x
d’olt fg,(x) :/ e dt = xe™7.
0
En remarquant que S,1; = S, + X,.11, montrer par récurrence qu’une densité de S, est
donnée par : '
mnvl
- e® sii x>0
fs.(x)=¢ (n—1)
0 sinon

Pour n =1,5, = X; < £(1). Donc la propriété est vraie pour n = 1.
Soit n > 1, supposant que

',L.n.—l i
— e " "S5 1 >0
fs.()=<{ (n—1)
0 sinon
et montrons que
zn
— = 1
Foey ()= - e si :17. >0
0 sinon

Sp+1 étant une var a valeurs postives donc fs,,,(z) =0siz <0

De plus Spq1 = Sp + Xy 41 et les variables aléatoires S, et X1 sont indépendantes donc

+oco
o / fou () fxnns (& — t)dt

—00

D’autre part, pour z > 0; et en utilisant ’hypothede de récurrence on a :

tn—l t t—&
——e e si t>0etz—-t>0
fSn(t)fX1L+1(x—t) = (n— 1)'
0 sinon
tn—l
o (T—We"z si. <t
= n—1)!
0 sinon
S L [P
done fSn,+1 (ZE) = A ;7,—16 dt =e It:ﬁ?:|o = m—e s
. —
Calculer alors la valeur de " e %dz; Vn > 1.
+o0 +oo 0
/ fs,(z)dz =1 donc / " le%dz = (n — 1)L
— Is B

Montrer que S} converge en loi vers une variable aléatoire réelle dont on précisera la

loi.

(Xn)nen- est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi ayant pour espérance m = 1

et pour variance o2 = 1 donc d’aprés le théoréme de la limite centrale on :
S, —nm
converge en loi vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).
a\/n
S, —nm Sii—m 5
or = =5,

ayn  oyn

[NRE

n ,Cn,~1
Montrer alors que lim / e =
n—+c0 [y (n—1)!

1 /0 2
Par définition de convergence en loi nli}lv}:loo P{S; <0} = " / exp(—%—)d;r =

]

or P{S; £ 0} =P{S, € n}

n n—1
/ AR

BRI =



Partie II1 :

1

Pour tout réel strictement positif o, on pose Z, = exp(

Calculer la fonction de répartition de Z,
Zo prend ses valeurs dans |1, +-o0[ donc F,(t) := P{Z, < }

Pouri =il L) =P 2, <t} = P{exp(g) t}=P{Y <
= Fy(aln(t)) =1 - exp(—aln(t)) = 1 - i

ta

sit< 1.

Y
a”
0
In(t }

. En déduire que Z, est une variable aléatoire & densite et qu’une densité de Z, est donnée

par :

« . 1
fa(ﬂj) i W S1 x>
0 sinon

Fy est continue sur R de classe C! sur R* donc Z, est une variable aléatoire & densite et qu'une densité
de Z, est donnée par :

folz) = { quelconque positive sinon

o! ;
F!(x) si zeR* prrers L 1
0 sinon

. (a) Pour quelle(s) valeur(s) de « la variable Z, admet-elle une espérance ?

+o0

Z, admet une espérance ssi / T fo(x)dx converge absolument
—00

+00o
o e :
= / —dz converge absolument < o > 1. (intégrale de Riemann.)

(b) Dans le cas d’existence, calculez ’espérance de Z,,.
e a +00 a
Poura>l;IE(Za):/ :c—[( } =
1

e l-a)ze-1ly  1-a

- Le temps de réaction (exprimé en secondes) d’un détecteur de mouvement est une variable

aléatoire réelle de densité f3.

(a) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse en moins de 2 secondes ?
2
. 3 -1712 7
P{"le détecteur réagisse en moins de 2 secondes”} = P{Z3 < 2} = / Fdx = [___] =
1

11 8

(b) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse en moins d’une demi-seconde ?

s e ‘ : 1
P{"le détecteur réagisse en moins d’une demi-seconde”} = P{Z3 < 3} = ),

(c) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse entre la deuxiéme et la troisieme

seconde ? r3 3
P{"le détecteur réagisse la deuxieme et la troisitme seconde’} = P{2 < Z; < 3} = /2 ;Zdl‘ =
=193 19

BNt

(d) Au bout de combien de temps y aura-t’il 99% de chance que le détecteur ai réagi 7

1
On cherche ¢ tel que P{Z3 <t} =099 1 — o = 0.99 = t = 4, 64 secondes.

(e) Quel est le temps moyen de réaction du détecteur ?
E(Z3) = g— = 1,5 seconde.




5. Une alarme est munie de deux détecteurs dont les temps de réaction T) et 7, sont des
variables aléatoires réelles indépendantes de densités respectives f,, et fs,.
Dans un premier cas de figure, ’alarme se déclenche dés que les des deux détecteurs ont
réagi. Notons U le temps de réaction de Palarme.

(a) Exprimez U en fonction de T} et T%.
U = max(Tl, Tg)

(b) En déduire la fonction de répartition de 7.
Fy(t) = P{max(T1, T) < t} = P{Ty < tNT < t} = P{T1 < t}P{T> < t} car les variables Ty et T3 sont

1 1 .
(1——)(1—;;;) si t>1

indépendantes. Ainsi Fiy(t) = Fr, (t)Fr, (t) = Fo, (t) Fa,(t) = toa
0 sinon
1 1 1 :
FU(t): 1“%—0‘th0‘2 T;a1+02 st t>1
0 sinon
(c) En déduire que la densité de U vérifie fy = fa, + far — faytas-
En dérivant Fy; on obtient :
(631 Q ay + s 3
- 1
fr(t) ={ fei+t il ey fortaz+1 O t>1 _ Fo 4 Fiig — Firttia-
0 sinon

(d) Quelle est ’espérance de U?

Lorsque ay >l et ag > 1
s (651 4 a9 B a1 + o
_1—011 1—0(2 1—0(1-012.

E(T)

Sinon on a U 2 T; et U > T, donc la variable U n'a pas d’espérance.
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