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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la présenta-

tion. L’usage des calculatrices n'est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu

étre démontré.
N.B. Le sujet comporte deux exercices et un probléme totalement indépendants.

Exercice 1

est donnée par :

On rappele que le développement en série entiére de la fonction z o
1 e
_— n
-z ;x

et que son rayon de convergence est égale a 1.

1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction z — (T——)i et préciser son
-

rayon de convergence.

+o0
280k ulz) = Z anz™ une solution développable en série entiére de 'équation différentielle :

n=0

z2y"(z) + dzy(z) + 2y(x) = e

1
Mont , Wn e N, b, =0
(a) Montrer que, Vn n =
(b) Déterminer le rayon de convergence R de la série Z "

n=20

(c) Etudier la nature de la série Z anx® pour |z} = R.
nz=0

3. On pose S(z) = z%y(z) pour tout = €] — R, R|.

(a) Calculer S'(z)pour tout z €] — R, R[.
(b) En déduire S(z) puis y(z) en fonction de z.
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(c) Montrer alors que la fonction définie sur | — 1, 1[ par :

w si z#0,
flz) = 7
5 si x=0.

est une fonction indéfiniment dérivable.
Exercice 2

A - Soit M la matrice réelle carrée d’ordre 3, définie par :

0+ Q1
M=1d1"2:1
)=

ot

(a) Déterminer les valeurs propres de M.

(b) En déduire que M est diagonalisable.
2. Déterminer les sous espaces propres de M.

3. Déterminer la matrice P inversible de coefficients (0,1,1) sur la troisiéme ligne, vérifiant:
M = PDP7! ot D est la matrice diagonale :

2 0 0
Dei}-0.:1. 0
0 0 -1
4. Calculer P71,
5. En déduire que, pour tout n > 1, on a :
1+ (-1)" 0 1— (=1
2 2
M"Y = 2" —1 2" 2" —1
1— (=1 5 Bop f=1)"
2 2

B - Dans une galerie d’arts, un visiteur a le choix entre trois salles d’exposition numérotées 1, 2
et 3.

e Si & l'instant n, il est & la salle 1 ou 3, il choisit aléatoirement I’une des deux autres salles &
I'instant n + 1.

e Si a l'instant n, il est & la salle 2, il y reste & l'instant n + 1.

A Tinstant n = 1, le visiteur se trouve a la salle n°1.

BLX, =1)
On pose X, le numéro de la salle visitée & I'instant n, et on pose U, = | P(X, =2) | pour
P(X, =38)

n € N*.
1. (a) A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que:

Upy1 = %MUn, Vn > 1.
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(b) En déduire que Uy, = (%)”‘1M"‘1U1, Vn > 1.

(c) Déterminer la loi de X,,.

2. Soit T la variable aléatoire réelle désignant le premier instant ot le visiteur entre & la salle
n°2.
(a) Montrer que : T' < n si et seulement si X, = 2.
(b) Déduire la loi de 7.
(c) Soit G=T -1
i. Montrer que G suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.

ii. Donner l'espérance et la variance de la variable aléatoire réelle G.
iii. En déduire 'espérance et la variance de la variable aléatoire réelle T.

Probléme
Partie I
On considére la fonction
FR R
ez
T i

1. Etudier les variations de F et dresser son tableau de variations.

2. En déduire que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle 4 densité notée
X,

ea:

3. Montrer qu’une densité de X est fx(z) = (1—+—6—m—)—2-.
4. Soit la variable aléatoire réelle Y = In(1 + e%).

(a) Montrer que la fonction de répartition de Y est donnée par :

1—et si t>0,
Bylt) = { 0 sinon.

(b) En déduire une densité de Y puis reconnaitre sa loi.

(c) Donner I’espérance et la variance de Y.

Partie I1
Soit (Yp)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que Y.
n

Sn—n
OnposeSn:ZYk=Y1+...+YnetS;';: U 3
PR vn

1. (a) Calculer 'espérance et la variance de S,.

(b) Déduire que, pour n > 2, S, ne suit pas une loi exponentielle.

2. On se propose dans cette question de déterminer la loi de S,.
On rappelle que la somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités f
et g, suit une loi de densité :

+00
ha)= [ F(t)ele—t)dt.

—0Q
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(a) Montrer qu’'une densité de S est donnée par :

ze ® si x>0,
fs,(z) = { 0 sinon.

(b) En remarquant que Spi1 = Sy + Yp41, montrer par récurrence qu’une densité de S,
est donnée par :

xn—l
I
fo (e —————(n = 1)!6 si x>0
0 sinon

+00
(c) Calculer alors la valeur de / z? Ye Edr; Yn > 1.
0

3. (a) Montrer que S} converge en loi vers une variable aléatoire réelle dont on précisera la
loi.
n o en=1 1
(b) Montrer alors que lim / ——e ¥dzr = .
n—-+oo Jq (TL— 1)' 2
Partie III

p

Y
Pour tout réel strictement positif o, on pose Z, = exp(—).
o

Calculer la fonction de répartition de Z,.

. En déduire que Z, est une variable aléatoire réelle & densité et qu'une densité de Z, est

donnée par :

« : 1
fa(iE) - ratl sivia >l
0 sinon.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de a la variable aléatoire réelle Z, admet-elle une espérance?

(b) Dans le cas d’existence, calculer I’espérance de Z,.

. Le temps de réaction (exprimé en secondes) d’un détecteur de mouvement est une variable

aléatoire réelle de densité fs.

(a) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse en moins de 2 secondes ?
(b) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse en moins d'une demi-seconde ?

(¢) Quelle est la probabilité que le détecteur réagisse entre la deuxiéme et la troisiéme
seconde?

(d) Au bout de combien de temps y aura-t’il 99% de chance que le détecteur ait réagi 7

(e) Quel est le temps moyen de réaction du détecteur 7

5. Une alarme est munie de deux détecteurs dont les temps de réaction 77 et T5 sont des

variables aléatoires réelles indépendantes de densités respectives fo, et fa,. L’alarme se
déclenche dés que les deux détecteurs ont réagi. Notons U le temps de réaction de 'alarme.
(a) Exprimez U en fonction de 17 et T5.
(b) En déduire la fonction de répartition de U.
(c) En déduire que la densité de U vérifie fu = fa; + far — for+as-
(d) Quelle est 'espérance de U 7
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